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DESCRIPTION SEMI-LOCALE
DE MILTEUX A CONSTITUANTS SEPARES

F. GILBERT
C.N.R.S. U.A. 317

-

LABORATOIRE DE MECANIQUE DES SOLIDES
ECOLE POLYTECHNIQUE, 91128 PALAISEAU CEDEX

1. INTRODUCTION :

De nombreux problémes pratiques mettent en jeu des milieux polypha-
siques oli les divers constituants sont & la fois séparés et finement im—
briqués, interagissant les uns avec les autres i chaque instant de fagon

complexe.

Un exemple typique de tels milieux est celui des sols saturés, cons-
titués d'une phase solide, les grains formant le squelette du milieu, et

d'une phase liquide, 1'eau remplissant les pores.

On peut tenter de décrire directement ces milieux (voir par exemple
Prévost 1980 pour les sols) en utilisant la théorie des mélanges (Truesdell
et Toupin 1960, Miller 1975, Bowen 1976) et les résultats généraux qu'elle

fournit. Nous indiquons au paragraphe 2 comment obtenir aisément ces ré&sul-

tats par des considérations énergétiques.




Notons pour les milieux poreux une autre approche macroscopique
due 3 Biot, utilisant une formulation lagrangienne li&e & un mouvement
moyen du solide (Biot 1961, 1962a,1962 b, 1977) et qui est utilisée en
particulier pour mod&liser la propagation des ondes dans les milieux

poreux saturés (voir Coussy et Bourbie 1984),

Ces théories ne rendent pas, ou difficilement, compte de 1'influence
de l'arrangement des constituants entre eux ; aussi a-t-on proposé d'in-
troduire des variables et des &quations supplémentaires permettant de
décrire la microstructure. Une revue générale des théories de mélanges

structur@s peut &étre trouvée dans Bedford et Drumheller (1983).

L'inconvénient de ces théories est qu'elles ne fournissent généra-
lement pas d'interprétation simple des grandeurs qu'elles manipulent, ce

qui rend leur vérification et leur utilisation délicates.

Les méthodes de changement d'échelle par convolution spatiale
(Marle 1967, 1982, Ene 1981, Ene et Melicescu-Receanul984, Gilbert 1984,
1985) qui généralisent les notions de moyennes mobiles utilisées pour
1'étude des milieux poreux (Marle 1965, Slattery 1967, 1968, 1969, 1970,
Whitaker 1966, 1969, Gray et O'Neill 1976, Coudert 1973, Hadj Hamou 1983)
sont présentées au paragraphe 3 : elles permettent de justifier les &qua-
tions de conservation postulées en théorie des mélanges, de donner une
interprétation physique précise des différents termes et de calculer ex-
plicitement certains d'entre eux, comme nous le montrons au paragraphe 4,
consacré 3 l'application des notions précédentes au cas des sols saturés.
Il est ainsi possible d'étudier des milieux siges de ph&noménes complexes
en assurant automatiquement la compatibilité& des descriptions locale (a

1'échelle des constituants) et macroscopique.

Nous montrons sur l'exemple &tudi& comment rattacher cette approche
aux techniques d'homogénéisation de structures périodiques ou localement
périodiques (Bensoussan, Lions, Papanicolaou 1978, Sanchez-Palencia 1974,
1980, Auriault et Sanchez-Palencia 1977, Auriault 1980, 1983, Ene et
Sanchez-Palencia 1975, Fleury 1983, Avallet 1981, Borne 1983...).

2. B ANS D'ENERGIE EN THEORIE DES MELANGES :

2.1 Propriétés de 1'énergie volumique regue :

La théorie générale des mélanges se présente comme une généralisa-
tion de la mécanique des milieux continus simples o on postule qu'en
chaque point géométrique (& 1'échelle macroscopique) du milieu considéré
tous les constituants sont présents simultandment. En tout point x inté-
rieur au mélange 4 1'instant t on affecte 3 chaque constituant C, une
vitesse Mmmﬂ,nv et une masse volumique apparente umﬁm“nu telle que la

masse de nm contenue dans un domaine macroscopique § soit H@ nmﬁm'nv dvy.

On suppose que les différents constituants nm interagissent de
fagon telle que chacun poss&de une énergie interne E? bien définie pour
un domaine {} par sa densité massique & i l'énergie totale £ 2 de c,
dans 0 est la somme de son énergie interne E° et de 1'énergie cinétique

a e 3 -
K~ de densité& massique W u?
a

(i T A S %ﬁ 0? Amw + MW v (x,t) dv,.

Si on suit le domaine 9 dans le mouvement de c, la variation par
unité de temps de 1'énergie totale de nm dans ! est due 3 la puissance
des efforts extérieurs, 3 un apport de chaleur extérieur et 3 1'interac—
tion avec les autres constituants, caractérisée par la donnée de 1'éner-
gie volumique g2 regue par unité de temps par nm de la part des autres
constituants. Ainsi on a, en notant am\mn la dérivée par rapport au temps
en suivant le mouvement de nm :

dimBEay sid WS d, Qa
(252) a el mkn;. mDan

dt dt dt 5 Hm AL



oll d zwxn\mn est la puissance des efforts extérieurs a 2, de contact
a

et donnés, exercés sur C, et d, Q34t/dt la quantité@ de chaleur regue

de 1'extérieur par C, & 1'intérieur de Q par unité de temps, de la for-

me :
d, w3 o
ayext = a %
f2.3, [ T T, 44 + [q 0 Fpu dVy
da Q8xe a

= da + % Ta dVi.
20 0 [an 9 b % Ta M

Ceci peut encore s'écrire dans le référentiel R considéré, en uti-
lisant pour mmxm\an le théoréme de la dilatation cubique dans le mouve-
ment de C, et en supposant pour simplifier qu'il n'y a pas de surface

de discontinuité :

v a) da v fof o2 Fa - 7., ¢ o

d,E3 i
R (e

de H.mm

ui sda0?
e b o Al v
£ ﬁ ¢ giiic) n_.<cmv¥nx

(2.5)

a a

2 dt

: 5 . a
oll le premier membre est objectif de méme que les quantités p~,
L= — a = - - ' 4 g
awow\nn. div u_, A N r et mm = Axm est l'accélération de omv.
Nous postulerons que chacun des €2, non objectif, peut s'écrire sous
la forme (non unique) d'un développement en série des puissances de la

vitesse u_ de C_ :
a a

a a a,— - St a
(Z.68) g7 = ik mwﬁcmv + mwhcmvcmv + Egues

oll les divers tenseurs mM sont ovmmnnwmm*. En outre la somme sur les
constituants des énergies volumiques regues par unité de temps est nulle

en tout point et 3 tout instant dans tout référentiel :

(2l & Hatt), = 0
a

* La forme adopt&e pour €2 exclut la possibilité théorique de couples

de volume.

2.2 Exploitation :

L'équation (2.5) doit avoir la méme forme dans tous les référentiels.
Considérons en particulier un référentiel R' en translation uniforme par
rapport 3 R 3 la vitesse constante V et soustrayons au bilan dans R celui
dans R' : 1'expression obtenue doit s'annuler identiquement pour tout

vecteur V. Ceci conduit 3 annuler les e> pour i supérieur ou égal 3 3 et
F

v

a garder seulement, avec p? un vecteur objectif et &2 un scalaire objectif

v
@i8). . c2 = e 2 P25 + L Tap2
o P a Nncwq
v : ==
L'annulation du terme en V? donne le bilan de masse de nm* le scalaire
Vo, /=~ .
cd(x,t) apparaissant comme le taux objectif de production de masse de C
RS = o 5
par unité de volume de la configuration actuelle et par unité de temps :

v

)  c= - Aam o

S v et div ) -0

t ] k3 . .
L mnnCHwnHoﬂa: termeenV fournit le bilan de quantité de mouvement de C_,
a
Ya - .
le vecteur ® objectif portant le nom de taux de quantité de mouvement

fournie 2 C_ :
a

v
(2.10) % (p% + pa =4 nay + % T3dA = 0
2 1Y)

avec, par application du lemme du tétraddre 3 (2.4) et (2.10) :

a —_ — e

(2.11a) q° = -q@ n (2.11 b) T8 = gd q.
Soit maintenant R" en rotation uniforme par rapport 3 R 3 la vitesse
constante w. La méme démarche (annulation des termes en w) donne le théo-
réme du moment cinétique pour C,» c'est-3-dire la symétrie du tenseur ob-

jectif de contrainte partielle de Cauchy o2 de €, *

(2:12) gi =2l




Enfin 1'équation (2.7) est valable dans tout référentiel d'od,
. Lo v s %
en désignant par R® la quantité ot Mm.cm. les deux conditions pour

l'ensemble du mélange :

(2.13) f &a=0, (2.130) [R2 =0,

Les &quations de bilan de masse, de quantité de mouvement et
A " i
d'énergie pour le constituant nn suivi dans son mouvement s'8crivent

alors sans peine (Tableau 1).

Y d WL e
Mo = _ pd (x,t) dv Iml.iazm = %nm?.caqx
x t
Q Q
d_ipd (p? T+ R¥)dv_ + % Tada
Hel ' R
P° = %nummmnx.nv av, 4 & am a X 30
Ta-gfm,g2=g2"T
m...
] - da g acs
g ] h piley + 2 :“vqu der %nﬁo ﬁmwcm 5 ﬂMv geidh, %
Q

a (T5u, - mﬂd%
3

Tableau | : Bilans de masse, de quantité de mouvement et d'énergie

pour le constituant nw suivi dans son mouvement.

I1 convient d'insister sur le fait que le tenseur 02 traduit 3

1'échelle macroscopique les efforts exercés par contact par nm sur lui-
méme et ceux-13 seuls ; admettre comme cela a &té fait parfois que T2dA
représente les efforts de contact sur 3f) exercds sur C, par 1'ensemble

des constituants extérieurs 4 Q revient en effet 3 nier la loi de l'action
et de la réaction. Les efforts de contact sur nm exercés par les autres
constituants nv sont schématisé&s par les intégrales de volume %$MMm<x

et ne doivent par &tre comptés deux fois.

On notera que toujours @ cause dela loide l'actionet dela réaction

1'équation (2.13b) est intuitive pour un milieu chimiquement inerte.

2.3 Principe des travaux virtuels :

Pour un domaine macroscopique (I et des déplacements virtuels mmw des
divers constituants c, en % le principe des travaux virtuels s'crit

3 partir des équations précédentes sous la forme :

a
int

a

(2.14) I {awa + sl + L Swp ot +81°} -0

contact onnés
= o b#a

Le travail virtuel des efforts de contact sur 39 dus 3 l'action de

C_ sur lui-méme est donné par :

a B =a
i mznosnmon —mb mxm. TodA A

Les efforts de contact dans Q sur c, dus 3 1'influence des autres

constituants ov fournissent le travail virtuel :

(2.150) W' = | &% .Rabgv , R2 =3 TRad |
b % b #a

Q a




Le travail virtuel des efforts donnés (force extérieure & distance

Mm exercée sur 1'unité de masse de nmu, nmmmmmnﬂnwwunmnwmnnww ow mn

des efforts d'imertie s'écrit, en désignant par NAQva la partie symétri-

que du gradient de mMm sur la configuration actuelle :

(2.15¢) du

W i
donnés

= h 8% .omm dv
m.w a a x

m m m. |
(2415d) %.:_n %mmm rm .maxmv%.x

2 — a— Vo —
(2.15e) &J %m mxm.no e +C cmv mcx

en supposant qu'il n'y a pas de surface de discontinuité & 1'échelle ma-
croscopique. On note dans le travail virtuel d'inertie une contribution
due aux réactions chimiques : le déplacement virtuel mmw y est multiplié
scalairement par la dérivée dans le mouvement de nm de la quantité de

mouvement &lémentaire p Hm v_.

11 reste 3 relier entre elles les différentes grandeurs introduites
afin de décrire le comportement du milieu particulier considéré. Il est
nécessaire pour cela de disposer tout d'abord d'une interprétation phy-
sique précise des divers termes, qui va étre obtenue par une méthode de

changement d'é&chelle par convolution.

3. CHANGEMENT D'ECHELLE DANS UN MILIEU A PLUSTEURS CONSTITUANTS :

3.1 Convolution spatiale :

Soient deux espaces physiques E_ (initial) et E_ (transformé) corres-
pondant aux descriptions locale (3 1'échelle des constituants) et semi-
locale (2 1'é&chelle macroscopique). Pour passer de HN a mx on utilise une
fonction-poids f(z) positive 4 support borné D(0) assez régulidre et d'in-

tégrale unité sur D(0) (Figure 1y

On supposera par souci de simplicité que la fonction f(z) est paire

' s i ¢
et s'annule ainsi qu'un certain nombre de ses dérivées sur le bord
de D(0) ; sauf indication contraire on prendra méme f dans 1'espace

i Tl
D, des fonctions de R’ indéfiniment dérivables & support borné.

Prenons ainsi une fonction définie dans MN et admettant des dis-

continuités, par exemple la masse volumique locale 01 (z) dans un
- . . - oc
milieu poreux, qui subit un saut en passant d'un grain i un pore con-
tenant de l'eau. Si nous lui associons en tout point x de E_le pro-
. . » &
duit de convolution (D(x) dé&signe le translaté de vecteur X de D(0)) :
(@A o () = * =
) Ao_bn HI ek ﬁcﬁxv Ploc W a0 m<n i

il est clair que la fonction p(x), définie dans qu est plus régulidre
que la fonction initiale (en particulier elle est continue), donc plus
facile a décrire ; on montre ainsi (Schwartz 1965) que si f est dans D,

00
alors p est de classe C en espace. La fonction de x obtenue refldte

Gy "
les variations "moyennes" de la masse volumique.

Cette régularisation par convolution donne un filtrage qui peut
&tre décrit en transformée de Fourier spatiale : les variations de
courtes longueurs d'onde (alternances rapides de grains et de pores)
disparaissent tandis que subsistent dans le spectre les variations de
grandes longueurs d'onde (variations lentes de la porositd par exemple).
On ne voit plus que les phénoménes qui se déploient sur une grande é&chel-

dai- o P St
e : c'est en ce sens que le procédé utilisé est un procédé de changement

d'échelle.




Changement: d'espace dans un milieu polyphasique. On trouve 2

1'instant t le conmstituant nm dans la partie Um de D(x). La

surface de contact de nw avec les autres constituants dans D(x)

U T, ; D peut comprendre des surfaces de
a$b ab a
discontinuités internes Mm.

est notée ﬁm =
A chaque point géométrique est af-

fecté un poids donné par la fonction f.

3.2 Grandeurs moyennes dans un milieu 3 plusieurs constituants

Dans un milieu & plusieurs constituants nm séparés, ou milieu poly-

phasique, chaque constituant occupe 4 un instant t un domaine qu'on peut

repérer par sa fonction indicatrice Hmmn.nu qui vaut un si z appartient

3 1'instant t 3 om et zéro partout ailleurs.

au point x de mx et

ion nﬁmtmu (x,t) %

La fraction volumique ¢2(x,t) du constituant nm

3 1'instant t est définie comme le produit de convolut
nous appellerons moyenne apparentede la grandeur locale enmv attachée au
a

constituant nw la quantité < eﬁmv =

inspirée de (3.1) :

{3.2) < Gamu o R nmemmvav*Mu (x,t)

3 distinguer de la moyenne vraie < enmu >3 qui vaut :

B <y > u-_M a

W e

i a
dés lors que ¢ est n . i i
on nul, c'est~3~dire D_ non v i
At o : \‘. & ide. 5i on prend f
volsine d un créneau ces définitions deviennent intuitives ; on note

que ¢%(x,t) = < | Vm~ o<¢? <) et w 2 = 1. Les grandeurs obtenues
sont semi-locales : elles dépendent des valeurs prises par les gran—
deurs locales dans tout un voisinage du point considéré. La moyenne
vraie d'une constante est égale 2 cette constante, ce qui justifie la

définition (3.3).

On supposera dans la suite que D(0) est assez grand devant une di-
mension caract@ristique des constituants pour que les grandeurs mani-
ulé i i
pulees alent toutes un sens physique ; on fera en particulier 1'hypothdse

v B a
u'en tout i iti i
q point ¢ est strictement positif quel que soit le constituant

C_.
a

Ceci &tant on peut calculer les dérivées des grandeurs moyennes :

vmuAm:aue > - (y, ®% 8 )%E +
w

(3.4a) grad_ <y
x (a) (a) "(a)

(a)

(Wb 1 ®Tsp) *t

By 2oy sl Allnme?v b (@m; 08

(a) 3t Yy (a)) 8 )*E - ;ehmu__n.&mw?m

Ta

Po é i
ur la démonstration ou se reportera par exemple & Estrada et Kanwal (1980).

Dans ési
ces formules les z désignent les coordonnées dans m~ et les x dans

M

n i o . = -
ik egt la normale extérieure a cm. Vv la normale orientée 2 mm. a la

a
lérie

o
o X

de Mm ou ﬂm. ® est le symbole du produit tensoriel et[[ ] celui

de discontinuité.




Si §(t) =T_ou I_ est une surface dépendant du temps mm est la distri-
a a }

bution (Gel'fand et Shilov 1964, Schwartz 1965) de R® qui 8 toute fonc-

= 4

tion @(y', y%, v?, t) indéfiniment dérivable et & support borné dans R

1)

associe le nombre ﬁmbnﬁwv est 1'élément d'aire de S(t)) :

+ o

(3.5) Aamvev = — P(y,t) abnmwv de .

- %mﬁnv

On remarque sur (3.4a) et (3.4b) que la dérivée d'une grandeur moyenne
différe de la moyenne de la dérivée, du moins si on prend les dérivées

au sens des fonctions. Ceci est tout & fait naturel : ainsi la quantité
d'eau par unité de volume d'un milieu poreux (sa masse volumique apparente)
varie parce que la masse volumique locale varie trds légérement, mais aus-
si et méme surtout si les frontidres du domaine qu'elle occupe varie, d'oll
des variations de la porosité ; ceci se manifeste par des termes de dis-

tributions.

On notera que les formules précédentes donnent directement les déri-
vées des fractions volumiques ¢* en fonction de la géométrie et des vites-
ses des diverses surfaces de contact. Pour un milieu macrohomogéne 3 la
quasi-constance des fractions volumiques correspond une répartition aléa-

toire des orientations des diverses surfaces de contact de densité paire.

z x i dans

Les positions réelles moyennes < z Vmﬁx.nv des constituants nm a
D(x) introduisent un écart 3@ la macrohomogénéité i 1'échelle de D(0) par
1'intermédiaire des tenseurs géométriques Y3(x,t) reliés aux surfaces de

contace Fh o
a

s L - IR et
(3.6) Ya(x,t) = TN ®a,) ﬁ,m_ xf +<z> @grad ¢

-

et qui vérifient :

- - 1
3.7 m«mm <2 Vw - xX) = - MM Mm .

I1 est clair que pour un milieu macrohomogéne en tout point Yy,

3.3 Interprétation physique des grandeurs introduites :

Les &quations de bilan postulédes précédemment peuvent étre retrou-
vées par le changement d'échelle : &chelle locale AmnV + &chelle semi-
locale Amxv. On utilisepour cela la moyenne apparente (3.2) des &quations
de bilans locales, ce qui assure automatiquement la compatibilité entre
les deux descriptions considérées. Ceci inclut la présence de surfaces de
discontinuité (surfaces de glissement ou ondes de choc en particulier)
entre les constituants du milieu ou 3 1'intérieur de ceux-ci. On peut
ainsi décrire &galement d'éventuels changements de phase om - nc le long
des surfaces de contact ﬁww. comme le gel de 1'eau & 1'intérieur d'un

milieu poreux Anm = eau liquide, nv = glace).

Aprés quelques calculs on obtient en tout point de mx e

3p?

- v
: i a fi Vg
(631:8) e div (o cmv c
a ammm bIr = = T
(2L9) i o - ol cé s nmmm + R? + div MN
d.e . o = 1 -
3.10) p@ a8 , Ya = pr I divaa a . _ Ra s Yamo a
( ) p FE: T C el =it io difgaka. g wncmv Rau o+ 5 Bt

qui correspondent exactement aux équations postulées. La masse volumique
apparente p? de C, est la moyenne apparente de la masse volumique locale
Dnmv. La vitesse mm. le taux de production de masse de nm par unité de
volume Mm. la force extérieure 3 distance massique mm. la force d'interac-
tion par unité de volume R? et le tenseur de contrainte partielle de

Cauchy 02 de nw s'expriment en fonction des quantités locales par :




ml 1
(.10 pu_ =< fa) Y(a)

1 *f

< -
(3:12): c2 -Huﬁmu??uanv. ?vmﬁ»

(3,19, yon05.E, 65,80y By P

- - U - - — a - -
el ol ,ﬂmmmm ] PO LT ) LA LT U st (Y 2L oY Ml

(3. 150 .00 =.<q 2

Sl | b a
9 2 Gy 35 Ry R S P

ol u mm«nv est la vitesse locale de nm et u' ,(z,x,t) sa fluctuation

(a) (a)

autour de mmﬂm.nv B
(3.16) mmmuﬁm.m.nv = mAmVHN.nV - u (x,e).

Les grandeurs énergétiques apparaissant dans (3.10) sont dé&finies

?.:"
G o, = <oy (e +,wimmcu >t

(=10 nmnm == uﬁmVAnAmv 4 mamu.mmwvv Nm

G | P =< Ty > * <P Cy * 8 e~ L% e
3200 & ={13900 " gy T~ Oy a7 Bny Gay T @) o

I1 est facile de voir que les propriétés (2.12), (2.13a), (2.13b) et z.7)
postulées dans la partie précédente sont vérifiées et que les mncmnwoww
obtenues sont exactes en tout point. On notera que les quantités mmu R
et mm. qui apparaissent naturellement, traduisent en terme de densité
volumique des phé&noménes de surface liés au contact entre constituants
a 1'intérieur du milieu. Par ailleurs les termes non intuitifs dams

.I . . q. l.
Qm, e , T et nm mosnnmeaxmwcnnnmnwoammm<»nmmwmeH:nmnpm:ﬂ am
=~ a’ ‘a

chaque constituant.

4. APPLICATION AU CAS DES SOLS SATURES :

4.1 Simplification des &quations précé&dentes :

Remarquons tout d'abord que pour un milieu granulaire dont les
pores sont remplis d'air (sable sec) les &quations de bilan de la par-
tie solide (en négligeant 1'influence de 1'air) sont simplement celles
de la mécanique des milieux continus classique avec un tenseur de con-
trainte de Cauchy symétrique contenant une partie cinématique, donné

par (3.15). Il est inutile de considérer un tenseur de contrainte non

symétrique.

La méme remarque est valable pour les sols saturds. Les équations

(3.8) s'y Ecrivent plus explicitement :

3 i
4.1 Q= - i =
(4.1a) 5, | @ = g *div 1 (I'-n) o u
T I +div |nop_u
at E il
pour la conservation de la masse oil n = &m est la porosité et Dm et o
les masses volumiques moyennes vraies du solide (grains) et du fluide
(eau) ; on vérifie grice 3 (3.1) que la masse volumique moyenne p est
la somme des masses volumiques apparentes o = (1 - auom du solide et
3 i : ) S .
Bi= no, du fluide. En référentiel galiléen, pour un milieu soumis seu-

lement 3 la pesanteur les équations dynamiques (3.9) deviennent :

d u
(4. 2a) Dw: - n) Mnm = Dm: -n) g+ mm + div Qw
d_u
(4.2b) Pe n IMIMM = pgn g - R® + div Qm

A . e =9 S S :
en utilisant le fait que R = - R par continuité du vecteur contrainte
d l'interface entre 1'eau et les grains (on néglige les phénoménes de ten-

sion superficielle).




Pour un domaine 0 macroscopique lié au mouvement moyen du solide
on vérifie que la masse d'eau sortant par unité de temps est donnée
par le flux de p. U ot la vitesse de filtration (relative) U est défi-

nie par uﬂcm = :mu. n &tant la porosité volumique et non une porosité

surfacique.

Pour des constituants incompressibles, on déduit de (4.la) et

(4.1b) une des relations de base dans 1'étude de la consolidation :

(4.3) div 0 =-divu_ = -
s 1

qui exprime la conservation du volume total du milieu.

4.2 Contrainte effective et tenseur de viscosité apparent :

Les 8quations dynamiques (4.2a) et (4.2b) se présentent sous une
forme difficilement utilisable qui ne tient pas compte des particula-
rités du milieu. Pour le fluide remplissant les pores il est indiqué

d'introduire une pression moyenne p et un tenseur de viscosité apparent

E
T parss

1 f £ £ ;o aif
4.ba = + — 4.4 = > -
(4.62) p =< PeE) vm = 5 @ o L&.bb) T < T dév ¢

ol mnmv est la pression locale, Mﬂmv le tenseur de viscosité local,

£ = o £ i .
= < Y ® u! > luctuat de vitesse du
Q nﬁmv ulEy :Amu le tenseur de fluctuation

fluide et tr et dév désignent la trace et le déviateur d'un tenseur.

On définit en outre (voir Hadj Yamou 1983) le tenseur de contrainte

partielle déjaugée exercée sur les grains par (I est le tenseur métrique)

sy o metd =) gl

uniforme du tenseur de con-

Ce tenseur n'est pas affecté& par un décalage
P

trainte local selon 1'axe hydrostatique.

Le tenseur i i I
de contrainte effective o' apparaft alors comme :

(4.6) g'=g+p1n=g°dsnf

ol es i ili
g t le tenseur de contrainte total du milieu, somme des tenseurs

de contrainte apparents des deux constituants.

Les équations équivalentes i (4.2) sont alors :

d 2
4.7 - L g2+b div
(4.72) 0 (1 -m) =L = (1-n)g+b-(l-n grad p + dv o°
d_u
£ Y e i
GHb). - p.a — T =0 B g-b-ngradp+div «f

ol le vecteur b est donné par :

(4.8) s RY - p grad n.

Pour un liquide newtonien incompressible de viscosité dynamique u

con g
stante en €coulement assez lent on peut négliger dans am les termes

dus 3 mm (de l'ordre du carré des vitesses relatives du fluide et du
solide) et calculer le tenseur de viscosit@ apparent lorsque le fluide
s'écoule avec la vitesse de filtration U Am.nv a travers un empilement
de grains rigides ayant des vitesses et des taux de rotation différents,
tels que la partie solide aft une vitesse moyenne a ﬁm,wu. Par applica-

] s
tion de (3.4a) on obtient simplement :

£ L 2
(4.9) 1 = 2p [D(U) + D(u)]
= =g
(i >
notera que ce ré&sultat est valable pour toute géométrie du milieu
poreux et quels que soient les champs U et mm. Quand la partie solide
&5 i imé i
t immobile ou animée d'une vitesse uniforme on retrouve le résultat
donné par Gilbert (1984).



Cependant la considération des ordres de grandeur des différents
termes de (4.7b) montre que ceux dus au tenseur de viscosité apparent
u AU + mmv sont de faible importance (devant b par exemple). Bien que
le mouvement local du fluide soit généralement gouverné par le phénomé-
ne de viscosit&, les termes macroscopiques correspondants disparaissent
pratiquement : le tenseur de contrainte effective m_ différe peu de mma
et le tenseur de contrainte apparent du fluide est correctement représen-
té par une pression dans mxAMm = -np I), l'influence de la viscosité se
retrouvant dans le terme b seul.

4.3 Filtration i travers une matrice poreuse fixe. :

Le terme d'interaction R° peut &tre scindé en trois parties : une
partie statique correspondant 3 une gventuelle inhomogénéité macrosco-
pique du milieu (force de flottation), une partie cinématique dissipa-
tive et une partie dynamique due au couplage inertiel entre le fluide

et le solide (effet de masse ajoutée).

Si on néglige les variations de la densité du fluide & 1'échelle
de D(0) on obtient (Gilbert 1984) pour la partie statique :

=5

- = E
(4.10) mmnmﬁwp:m P grad mit Pe 8- ik

ot 1'influence du tenseur géométrique <m donné par (3.6) est trés fai-
ble, au moins en valeur moyenne (voir (3.7)). On peut donc garder la
relation approchée :

-s

(4.11) mmnmnwn:m 2 ~pgradn ,

gquivalente & b = 0 3 1'équilibre. Cette équation a une interprétation

géométrique remarquablement simple (Figure 2).

= 2

Figure 2 : Force exercée par la partie liquide sur la partie solide de

D(x) & 1'équilibre (cas m = 0). La force R® est la résultante

des forces de pression exercées par le liquide sur T £ elle
o s
est donc liée, comme le gradient de la porosité, & la valeur
moyenne de la normale n 1
£y L® long de ﬁmm.

I1 reste a évaluer b hors é&quilibre, ce qui nécessite des hypothéses
supplémentaires. Le cas du milieu aléatoire stationnaire (Marle 1967) con-

duit, en &coulement permanent lent macroscopiquement uniforme, & une loi de

Darcy :

i (e T L R R
Ha  ~

k (grad p - 0 S b

==

ol A el an A S8
U le tenseur de perméabilité intrinsiéque k symétrique défini positif

est 1ié 5 sl P P
1ié (en repdre cartésien orthonormé) au tenseur aléatoire stationnaire

M(z) reliant u z u :
H lan cAvaNv a ug par :
M. oM.
el 1 < ih : 11l Vm . ® :

- n2 3z] 23z] h : L




Une autre manidre de représenter un écoulement macroscopiquement
uniforme dans un milieu macroscopiquement homogéne est de supposer le
milieu et 1'écoulement spatialement périodiques. On peut alors retrou-
ver par convolution les résultats classiques dans ce cas en utilisant
comme fonction-poids £ un créneau sur le motif &lémentaire D ; grice 2
1'hypothése de périodicité ceci n'introduit pas de probldme de régula-
rité pour les grandeurs moyennes (ce ne serait pas le cas pour ume géo—
métrie quelconque). On constate simplement la nécessité d'un procédé de
double moyenne pour &liminer certaines "vibrations" sans intérét au ni-
veau macroscopique. Physiquement ceci est di au fait de ne pas travail-
ler avec des volumes nmuanm:nmnwmm &lémentaires ; il va de soli que ces
difficultés disparaissent progressivement lorsqu'on complique le motif

de fagon appropriée en ¥ incluant de nombreux grains.

Les quantités b et grad pn'étant pas constantes dans un milieu spa-

tialement périodique on introduit :

(4.14a) B

n
o

*
N

(4. 14b) p=p*f= ﬁﬁvﬁmv Hmu * f) = f/n + cte.

Le vecteur B est constant, ainsi que le gradient de P qui n'est autre

que la moyenne du gradient de p, car p est partout définie et de clas-—

se C!. Plus précisément on 2 pour les différentes pressions, A(z) étant

une fonction D-périodique de moyenne aulle et E un vecteur comstant :

(4.153)  p(py (z) = E.z + A(z) + cte

(4.15b) p(x).= E. <2 >, (=) + cte

(4.15¢) P(x) = & . X + cte

On montre (Gilbert 1984) que les fluctuations de p autour de P sont

d a gométri ili
ues 4 la géométrie du Mv-m= poreux et 3 elle seule, par l'intermédiaire
du tenseur périodique M dont la valeur pour un milieu périodique 4 mail-

le en forme de parallélépip&de rectangle est :

£ 5
b._mv %n | l & o s z
ﬂ ? As S,V my®m~+ﬁslﬁwvm @mm+nn|zuum @m

2 3 3

oli n est 1 ité i
£ a porosité volumique (constante) et n. la porosité surfacique

1 1 - 5
des plans z~ = x + _H»_ (Figure 3).

| —

On re = iati
trouve alors le probléme variationnel classique, conduisant

a la loi é
de Darcy avec un tenseur de permabilité intrinsique k symé-

trique défini positif A_D_ est le volume de la maille D) :

B e T =
) u R W.m =il m.ﬁmﬂma P - e g)

4.18 = ()
( ) Aﬂ_ﬂom Xg+ (2] Avy (m?)

ol les i i ) ear;
fonctions vectorielles X 1/ rgalisent le minimum des diverses

fonctionnelles convexes :

R G el G Gy E- P Y
5 D. 5 D wo dV
£ Az 3z f
pour w(z) appartenant i 1'espace des fonctions vectorielles D-périodiques
définies a di
sur D, 3 divergence nulle et s'annulant sur ﬂmm , telles que

ces f i -mé érivé
onctions elles-mémes et leurs dérivées premiéres soient de carré

sommable sur Dm.




24 - =i e
Ml
_W
7 \ / L'écriture des équations de conservation qui leur sont naturelle-
essions : [ i : f i
% | 2 wnﬂﬂv : pente 3 ment associlées pour un domaine {2 macroscopique améne 2 remplacer, par
3

exemple, la quantité de mouvement mmmv du constituant nm réellement

contenu dans O vu dans E  :
4

RS R S SR

G4 Peay Uegy ohestladly

par une quantité de mouvement P° fictive contenue dans © lorsque celui-ci

est vu dans mx 5

(52) P - [ 0% 4 (x,t) dv
3 a X

On peut montrer (Gilbert 1984) que la différence entre mﬁmv et P2

fait intervenir seulement des inté&grales sur les deux petits volumes

C, et C_ (Figure 4) obtenus respectivement en appliquant 4  les trans-

formations de Serra (‘atheron 1967, Serra 1982) par dilatation et é&ro-

sion selon le volume symétrique D(0). Ainsi la différence est négligea—

P ble en valeur relative pour peu que D(0) soit assez petit devant 0.
Figure 3 : Pressions moyennes p et P dans un milieu périodique pour

E 1 \mmmc.
Ermibe les Hw mosnHmmcmnnmcnmamvmmmncnm

2 (L2®D(0))
rEel
d (LLED(0Y)

5. DISCUSSTON :

5.1 Considérations géométriques :

g i et d'écrire
Le procédé de changement d'é&chelle par convolution perm

i é i i exactes qui sont
3 1'échelle semi-locale des &quations de comservation

des conséquences logiques des mémes équations 2 1'échelle locale et de

i : . . -(a) =a
ia7d 114 Les définitions adoptées pour les différentes Mwmmmmiw ¢ Domaines apportant une contribution 3 wﬁ e P~. On notera que

| la géométrie du milieu. Le can
_ d a 1'échelle semi-locale (masses volumiques, vitesses...) ne pour un volume D(0) symétrique par rapport 3 0 les deux trans-

grandeurs éche : . : i .

ie édé truction. formés de Serra sont donnés par les additionetsoustraction de
i i i i tement liées au procédé de cons
sont pas arbitraires mais direc

Minkowski indiquées.




On voit ainsi se préciser un aspect important du ph&noméne de
changement d'é&chelle : P> définie 2 1'échelle semi-locale n'est en
toute rigueur qu'une approximation de mﬁmv (méme si cette approxi-
mation est pleinement satisfaisante) mais 1'équation exacte 3 1'é-
chelle semi-locale porte sur l'approximation de la quantité de mou-
vement et non sur la quantité de mouvement réelle. Tout se passe 3
cette &chelle comme si chaque point géométrique du milieu &tait oc~
cupé simultanément par les divers constituants nm présents en "pro-

¥ 3 a
portions” volumiques fi 1

5.2 Liens avec d'autres méthodes :

I1 est 3 peine besoin de souligner 1'éclairage apporté par la
théorie des mélanges complétée par une interprétation physique pré-

cise des divers termes, Evitant certaines incertitudes ou erreurs,

Par ailleurs le renvoi sur une configuration lagrangienne (vir-
tuelle) du solide permet de retrouver un certain nombre de résultats

de Biot pour un milieu poreux.

On a vu sur 1'exemple de 1'&coulement permanent de filtration a
travers une matrice fixe comment &tablir le lien avec certains modéles
aléatoires et avec 1'homogénéisation de structures périodiques. On no-
tera 3 ce propos que le premier terme P, du développement de la pression
en fonction des puissances du petit paramdtre € peut &tre identifié 2 la

pression P que nous avons introduite.

5.3 Conclusion :

Les démarches empiriques font classiquement appel 3 la notion de
volume représentatif &lémentaire (VRE) petit 3 l'échelle des phénoménes
macroscopiques et grand devant une dimension caractéristique des cons-
tituants. On suppose alors que, pour une certaine classe d'évolutions,
certaines grandeurs moyennes, qui demandent généralement 3 étre préci-
sées, ont un sens physique 3 1'échelle du VRE, c'est-a-dire qu'elles
pPeuvent &tre soit mesurées soit reliées entre elles, au moins approxima-

tivement, par des lois de comportement,

Les méthodes de convolution constituent la mise en forme rigoureuse de

cette intuition.

Ou peut supposer que le bon choix pour D(0) est de prendre un do-
maine de la taille d'un VRE ¢ la forme exacte de f et D(0) est alors
sans influence notable sur les propriétés macroscopiques du milieu,
1'opération de moyenne apparente apparaissant en particulier comme tras
voisine d'une projection dans ces conditions. Ce type de raisonnement

sur les moyennes est implicite dans tout traitement physique d'un m

continu.

Cependant 1'écriture compléte des lois de comportement nécessite
des informations supplémentaires portant essentiellement sur la géomé-
trie. Il n'y a pas lieu de s'en &tonner : le procédé de changement d'&-
chelle est une simplification de la description du milieu donec s'accom-
pagne d'une perte d'informations sur la structure locale qui commande

le comportement.

Il est donc nécessaire de compléter cette description en la parti-
cularisant : on utilisera pour cela des modéles simplifiés SuUpposés re-
présentatifs du comportement local de la structure ou des hypothdses géo-

métriques fortes, telles que la périodicits.
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RHEQOLOGIE DES POUDRES ALIMENTAIRES :
-OMPRESSIBILITE ET INFLUENCE DE LA TENEUR EN EAU

C. LOISEL. Chaire de Génie Alimentaire. ENITIAA NANTES

RESUME

Cet exposé constitue une approche a 1l'étude des propriétés rhéologiques
des poudres alimentaires, utilisant un appareil couramment répandu : la
machine de traction-compression.

Le comportement mécanique du produit est difficile & décrire en termes
de module d'élasticité ou de temps de relaxation.

En effet, ce comportement refléte la structure de 1'édifice particulaire
(porosité, nombre de points de contact), elle-méme conditionnée par la
distribution granulométrique des particules, leur forme, leur aspect de
surface; données qui peuvent évoluer dans le cas de poudres alimentaires
hétérogénes et fragiles.

Chacune des structures que prend successivement le 1lit de poudre, forme
un matériau distinct : ainsi, au fur et & mesure de la compression, par suite

du tassement progressif, le produit s'apparente de plus en plus & un solide
élastique.

Toutefeois, dans le but d'évaluer 1'influence des facteurs de
l'environnement (notamment 1'humidité) sur une poudre, ou de les comparer
entre elles, il est intéressant de mesurer leurs caractéristiques
rhéologiques; c'est aussi un moyen pour essayer de comprendre ce gui se passe

au niveau particulaire, & partir d'une mesure globale.

ABSTRACT

This is an attempt to study rheological properties of food powders by
using a well-known, apparatus : the universal testing machine (INSTRON).

Bt i difficult to characterize the mechanical behaviour of these
Powders by an elastic modulus or relaxation times.

This behaviour is related to the structural form of the particle
arrangement, (porosity, points of contact) which is function of the size
apwﬂwpvcﬁwo:. shape and surface of the particles ; these data can even be
altered for heterogeneous food powders.

Each of these particle arrangements forms a new material : for instance,
the behaviour of a powder looks more and more like the one of an elastic body,
&S the compression proceeds, because of the growing packing.

Nevertheless , these rheological properties are of great interest to
Study the influence of environmental factors (such as humidity), or to compare
BENdbers . § is also useful for a better understanding of the particle

BfOperties.




INTRODUCTION

Depuis quelques années, le laboratoire de Génie Alimentaire de 1'ENITIAA
de Nantes étudie les propriétés rhéologiques des poudres alimentaires, dans le
but d'apperter une contribution a la prévision du comportement de ces
derniéres lors du stockage, ainsi que lors d'opérations situées en aval telles
que le dosage volumétrique, ou le conditionnement.

Aprés avoir employé des méthodes empruntées a la Mécanique des Sols pour
caractériser les poudres alimentaires (détermination oedométrique, mesure de
1'angle de frottement interne), nous avons voulu mettre en oeuvre une
procédure expérimentale plus souple, sans pour autant abandonner les
précédentes méthodes.

L'utilisation d'une machine universelle de traction compression
permettant une grande variabilité dans la conduite des essais ainsi qu'un gain
de temps appréciable, nous a semblé une voie prometteuse.

Nous avons donc tenté de déterminer les propriétés rhéologiques d'un 1lit
particulaire, constitué par un échantillon de poudre placé dans une cellule.

Cette étude comporte trois parties :

_ Ftude de la relation contrainte-déformation : définition d'un indice de
compressibilité et d'un module apparent d'élasticiteé.

- Etude du comportement visco-élastique au moyen de la relaxation.

_ Influence de la teneur en eau sur les propriétés élasto-plastiques par des
cycles de compression-décompression successifs.

1. MATERIEL ET METHODES
a) Produits

Les deux premiéres parties ont été réalisées sur du lait écrémé en poudre,
en raison de 1'importance économique de ce produit et de la fréquence
d'accidents technologiques liés a son mauvais écoulement. Une poudre modéle a
&té étudiée en parailéle : il s'agit de billes de verre. Pour 1l'étude du
facteur teneur en eau, le choix s'est porté sur 1'amidon, de fagon a couvrir
une plage d'humidité aussi vaste que possible (ce qui n'était pas possible
pour le lait écrémé en raison du mottage provoqué par la cristallisation du
lactose, a partir d'une activité de l'eau, Aw de 0,35).
al - Lait écrémé en poudre : il s'agit de lait obtenu par atomisation par
turbine, a 3,6 % d'humidité (Aw a 25°C = 0,30).

L'observation en microscopie optique,
puis au microscope électronique a4 balayage
a montré que cette poudre était constituée,
non de particules indépendantes, mais d'ag-
glomérats formant des grappes ; ceci est

confirmé par 1'analyse granulométrique.

Figure 1. Microphotographie de
poudre de lait x 150. LTAA INRA
Nantes.

En effet, le diamétre moyen varie de 60 a 90u quand on utilise le tamiseur
4 secousses (marque INCLYNO) respectivement avec et sans billes ; de plus, les
résultats obtenus avec le tamiseur muni de billes sont sensiblement identiques
3 ceux fournis par le tamiseur & dépression d'air {marque ALPINE).

On peut penser, gqu'une partie des liaisons interparticulaires, provoquées
notamment par une incorporation des fines en sortie d'atomisation (traitement
d'agglomération), est suffisamment faible pour se rompre sous l'effet d'un
choc : choc bille-particule, ou choc particule-particule di au brassage de la
poudre pendant le tamisage.

SR

pe ces résultats, deux remarques se dégagent :
_ 1'importance de la fraction mwmscposmﬁw»nﬁm fine, (19 % inférieur & 324 ,
par tamisage ALPINE) qui jouera un réle lors de la compression du 1lit
nmwnwocwmwﬁm. :
~ 1a modification potentielle de la répartition granulometrique sous
H.muﬁwwnmnwos d'une contrainte.

p'autre part la masse volumique particulaire, mesurée par pycnométrie au
penzéne est égale & 1,21 g/cm3.
42 - Billes de verre : ce sont des microbilles (marque BLAST) sélectionnées

pour une taille moyenne de 40u ; l'aspect de la surface est lisse, et la forme

umdmmmﬁmsm:w sphérique. Masse volumique particulaire = 2,4 g/cm3, soit le
double de celle du lait écrémé.

a3 — Amidon de pomme de terre : 1'amidon a été tamisé au préalable, pour
obtenir une fraction comprise entre 40 et 60u . Les échantillons ont été

conditionnés en adsorption et en désorption a 25°C, en utilisant des solutions
saturées de sel, ou des solutions d'acide sulfurique, et leur teneur en e€au
contrélée & l'équilibre. De plus, la masse volumique particulaire a é&té
déterminée par pycnométrie au toluéne. Le protocole expérimental et les

résultats sont consignés par HAINE (1).

b) Protocole expérimental

Les expériences ont été réalisées sur 1'INSTRON du laboratoire de
Physico-Chimie des Macromolécules de 1'INRA de Nantes
bl — Compression-relaxation. Le protocole expérimental a été décrit par
MOREYRA et PELEG (2). Dans notre cas, la cellule posséde une profondeur et un
diamétre internes respectivement de 4,4 et 5 cm. De cette fagon, le rapport
hauteur/diamétre est proche de 1, ce qui limite a la fois les effets de bord
et les risques de distorsion au cours de la compression.

Nous avons répété l'essai au minimum 5 fois, pour 2 vitesses : 1 et 5
mm/mn et 4 forces de compression maximale : 500, 1000, 2000 et A00ON (scit
2,5 5,1 10,2 et 20,4 kg/cm2) en ménageant un temps de relaxation d'l H 30.
b2 - Cycles de compression-décompression avec 1'amidon. Environ 1 g d'amidon,
a &té introduit dans une cellule de dimension réduite, (hauteur = 1,3 cm,
diamétre : 1,4 cm) et prétassé sous 500 g, avant de mesurer la hauteur de
poudre au moyen d'un pied & coulisse.

Puis la poudre a subi plusieurs cycles de compression-décompression a une
vitesse de 1 mm/mn en inversant le mouvement de la traverse, lorsque la force
maximale était atteinte ; 500 N pour 6 cycles successifs, puis 2000 N et de
nouveau 500 N pour 2 séries comportant également 6 cycles de
compression-décompression(soit des pressions de 33,2 et 132,8 kg/cm2) .

c) Traitement mathématique
cl - Compression-relaxation. La courbe expérimentale, nOgUﬁommwozianWXmﬂwon
présente 1'aspect suivant: figure 2.

Dans la partie compression, on observe des oscillations d'amplitude
croissante avec la force, déja signalées par de nombreux auteurs dont HAYASHI
(3) et plus récemment ROTH et HARDY (4) sur la poudre de lait, sous le nom
d'effet "slip-stick'". Nous avons utilisé 1'enveloppe externe de la courbe pour
€tudier la relation contrainte-déformation.

Cette relation n'est pas linéaire, il n'est donc pas possible de
Caractériser le matériau par un module d'élasticité conventionnellement défini
par E.

B = !Mhbl F = Force

AH/Ho A = Section de la poudre
AH = variation de hauteur -orrespondant a la force F
Ho = hauteur initiale de 1 échantillon

Nous avons donc choisi de calculer, par un moyen informatique (Apple
ITe), le module tangent en tout point, et de retenir sous le terme de module
Apparent d'élasticité, ou module de rigidité, le module se rapportant a une
Section approximativement linéaire de la courbe (module constant) ; c'est
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d'ailleurs cette démarche qui est préconisée par MOHSENIN (5), dans le cas de
produits végétaux. D'autre part, nous avons recherché la portion de courbe, ol
la relation définie par PELEG (2) : p= a + blogo semblait applicable.

p = masse volumique (g/cm3)

@ = pression normale = F/A (kg/cm2) a et b = constantes

A Compression Relaxation
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Figure 2. Courbe de compression-rela- Figure 3. Interprétation de la courbe
xation sur du lait écrémé a 500 N de compression

En ce qui concerne la relaxation, nous avons déterminé :
- la pente de la droite k selon 1'équation définie par PELEG (2) :

2!

Fot = xH + rmﬁ Fo = force en début de relaxation (N)
Fo - F(t) t = temps de relaxation (sec.)
F(t) = force au temps t, de relaxation (N)
ru et xm = constantes

- les temps de relaxation, T, ‘et Hm. en assimilant le comportement mécanique

du matériau, & un modéle de &mxsmwp. 3 2 élémentis selon 1'équation :

E(t) = mwmld_.:. + m.mml.n_q.m + En
En est le module au temps infini.
E(t) = F(t)/A AH/Ho est la déformation calculée dans la partie ap-
AH/Ho proximativement linéaire.

Comme la déformation n'est pas instantanée, il est possible que la
relaxation commence pendant la phase de compression. Nous avons donc opéré un
glissement de 1'échelle des temps pour t>> t¥, selon la méthode de Zapas, &
savoir : - E(t) = F(t - Xt*}/A

AH/Ho

Cette hypothése simplificatrice a cependant été étayéepar 1'application de
la méthode d'Inoguchi, qui a fait apparaitre 2 temps de relaxation bien
différenciés.

Toutefois, devant 1'imprécision sur la détermination du temps court, T,,
di & 1'utilisation de cette méthode graphique, nous avons employé un programme
d'ajustement, mis au point par TRAN (Laboratoire de Biophysique, INRA de
Mantes), le COMPLEX F77 sur PRIME.
c2 - Cycles de compression-décompression. Un module tangent a éte calculé, sur
chacun des cycles en compression, dans la moitié supérieure ; ceci n'a pas été
possible en décompression, compte tenu de la concavité de la courbe.

La surface sous la courbe, assimilée au travail fourni (en compression),
puis restitué (en décompression) par la poudre, a également été calculée pour
chaque cycle. Ceci nous a permis de connaitre le pourcentage d'énergie
absorbée par la poudre en fonction de sa teneur en eau.

II. RESULTATS ET DISCUSSION
a) Compression relaxation
Les résultats sont regroupés dans le tableau 1.

T . IForce naximale | Masse volu- [Porosité [Module tangent |Constante de re|lemps de relaxa]
“ m ” | mique (g/cn3) | “ (kPa x 10 ) |laxation : k | tion (sec.) :
4 CRERREEILI S e [ fledic b ot oo _
| | f 1870 |
| , | (s=12¢)]
e bt s ¢ _
_ | 1985 |
| < | (s=106)|
= ek e e N MRS T _
| £ | 022 5T i0s 2136 |
_ 5 (s = 0,004) _ 0,36 _N.uw ﬁ Am«wmm:
| AT SSNEEE U S et _ ] L R _
| 0,730 | 0,50 [3,50 (s = 0,05)] 6,3 (s =0,3) |198 2118 |
“ (s = 0,007) “ 0,33 T.: AH “:LS (s=117}]
| 0,697 | 0,62 1,39 (s = 0,13}] &,7 (s = 0,2) |215 2012 Lﬁ
“ (s = 0,007) “ 0,42 T.B w [(s=13) (s=126}]
| 0,695 | 0,42 [|2,45 (s = 0,17} 5,0 (s = 0,1) T; 1842 “
ﬁ < (s = 0,003) “ 0,40 _ 1,99 _ [(s=20) (s=110)
| m 0,710 | 0,41 3,19 (s = 0,13)] 5,1 (s = 0,2) r; 2233 “
Jes (s=0,003) | g,33 la,67 | [{s=9) (s=107}]
B L N R e b -
| 0,727 | 0,60 3,76 (s = 0,12)] 5,6 (s = 0,2) [196 i845 |
“ (s = 0,004) | 0,30 :.mm | I(s=16} (s=129)]
Tableau 1. Résultats des mesurys sur lait écrémé et billes de verre

n = 2 pour les billes de verre (caractéres gras)

La masse volumique aprés remplissage de la cellule a été contrdlée ; sa

répétabilité est satisfaisante

Lait écrémé : 0,593 g/cm3 (s = 0,013) porosité = 0,51

Billes de verre : 1,249 g/cm3 (s = 0,014) porosité = 0,48

La porosité particulaire, calculée comme suit, nous renseigne sur
1'évolution des vides interparticulaires, sachant que la porosité minimale est
0,26 pour un empilement hexagonal compact de sphéres de taille identique.
Cette porosité peut d'ailleurs encore diminuer si la taille des particules est
hétérogéne.

Porosité particulaire = 1 -

Masse volumique
lMasse volumique particulaire

On ne constate pas de modification de la masse volumique avec la vitesse
de compression. Toutefois la mesure de la masse volumique est globale et ne
rend pas compte des hétérogénéités qui sont probablement apparues au sein de
la poudre, lors de l'application de la contrainte.

.r_psn»nm de compressibilité, b, calculé d'aprés 1l'équation : p= a + bloge
varie comme suit :

Lait écrémé (x100) Billes de verre (x100)
Vitesse 1 mm/mn 6,5 (s = 0,7) 6,9 (s = 0,2)
Vitesse 5 mm/mn 7R (sl 100) 5,1 (s =.0,5)

Ainsi, on ne remarque pas de différence appréciable pour le lait écrémé,
tandis que les billes de verre auraient une meilleure compressibilité a
vitesse réduite.
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Pourquoi, et tout d'abord comment définir la compressibilité ?

Selon CARR (6) "la compressibilité est l'aptitude du matériau & dir.nuer
de volume sous l'effet d'une solliciation variable, quels gue soient le mode
d'application et 1l'intensité de celle-ci".

Mais 1'évolution du volume est différente suivant la plage de contrainte
et le matériau considéré ; l'allure des 2 courbes (Figures 4 & 5) suivantes
est,a cet égard.significative.

MASSE VOLUMIQUE
{gjem3) 1o] MASSE YOLUMIQUE
JUAIT _ECREME g (gism?)
DILLES DE VERRE
=) 1
o | | Aw
o Bis ) | e
= \ BT I e
+ i giee p=a+blogo ! g
[ | 3 st Lowe
[ | .t e ._
= 14 e |
Jud |
vl 1
. . 1
. 1
i3 CONTRAINTE (kg/em?)-
CONTRAINTE (hg/em?) - "
X i 10 o 1 "
Figures 4 & 5. Masse volumique en fonction du log de la contrainte
(force maximale 4000 N, vitesse 1 mm/mn)
Dans les mémes conditions de mesure on note
_ pour le lait écrémé une forme sigmoide : 1l'indice de compressibilité est
calculé sur une plage étroite de contrainte (A)
- pour les billes de verre : la portion de courbe assimilée 4 une droite est

beaucoup plus vaste.
Dans tous les cas, la partie considérée comme linéaire appartient au

début de la courbe de compression : elle correspondrait & un comblement des
espaces interparticulaires. &)

Cette hypothése a été confirmée par Williams et Birks ‘dans le cas du
dioxyde de titane, ou la relation : v = xm - mlogo s'appliquait parfaitement

(v : volume spécifique).

D'aprés ces auteurs, la réduction de volume est due exclusivement au
réarrangement particulaire, car les particules de Ti0p sont trop dures pour
subir des déformations plastiques, aux faibles pressions utilisées, argu ment
tout & fait de circonstance pour les billes de verre.

Le rble de la vitesse de compression pourrait s'expliquer par le temps
nécessaire au réarrangement particulaire, qui conditicnne la réduction du
volume.

Dans le cas de la poudre de lait, des oscillations trés serrées, dont
l'amplitude croit avec la force tandis que la fréquence diminue, se
surimposent & la courbe de compression (fig. 2). L'explication la plus
vraisemblable, compte tenu de la forme de chaque oscillation (augmentation
progressive de la force suivie d'une chute brusque) est la suivante :
résistance a la compression (la structure particulaire demeure inchangée) puis
effondrement brutal (d'une épaisseur variable de poudre), les particules
remplissent alors une partie des vides, le volume diminue et 1'édifice formé
est plus compact, nécessitant une force supérieure pour provoguer la rupture.
lors de la prochaine oscillation.

A noter, qu'en fin de compression, chaque oscillation correspond a un
déplacement de la traverse d'1/10e mm.

Toutefois, au deld de 1000 N, on observe un changement de pente trés net

la structure est plus dense, se rapprochant de celle d'un matériau solide,
la valeur du module tangent semble se stabiliser.
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Existe-t-il une influence du mode de compression, sur le comportement au cours
de la relaxation ?

Les valeurs des temps de relaxation sont sensiblement égales ; on
remarque un écart-type trés élevé, 1ié en grande partie a la détermination du
module infini ; et probablement a 1'inadéquation du modéle de Maxwell, a un
matériau discontinu. En revanche, la constante, ko , calculée sur les
premiéres minutes de la relaxation augmente de fagon significative avec la
force de compression et diminue avec la vitesse.

Or kp, encore appelé indice de solide par Peleg, caractérise la densité
de la structure particulaire. Plus celle-ci sera aérée, et plus la contrainte
se reldchera rapidement.

Inversement, plus la porosité sera faible et plus le comportement se
rapprochera de celui d'un solide élastique. C'est ce qui se produit quand la
force de compression augmente, ou quand la vitesse diminue.

b) Influence de la teneur en eau sur les propriétés élastoplastigues

Deux caractéristiques nous ont permis d'évaluer cette influence :
- d'une part, le module de rigidité, c'est & dire la pente de la courbe en
compression ;
- d'autre part le pourcentage d'énergie absorbée durant la compression.

Tout d'abord une remarque générale.

Les propriétés qualifiées d'élasto-plastiques se situent & 2 niveaux :
- 1'édifice particulaire, dont la structure subit un remaniement sous l'effet
des cycles de compression successifs.
- la particule elle-méme, qui gonfle au cours de 1l'adsorptien ’; le volume
spécifique, mesuré par pycnométrie augmente de 0,67 & 0,919 cm3/g pour une
teneur en eau variant de 0 & 30 %.

S'il nous semble difficile d'imaginer une rupture des particules, compte
tenu de leur petite taille et de la pression utilisée une déformation
plastique n'est pas exclue au niveau des points de contact et pour les Iortes

humidités.

Influence de la teneur en eau

Le module de rigidité dimimie quand la teneur en eau augmente, surtout a
partir de 10 % (fig. 6) Inversement 1'énergie absorbée augmente, comme
1'hystérésis de la courbe compression-décompression le montre clairement (fig.T)

La poudre serait donc plus compressible aux fortes teneurs en eau :
forme moins anguleuse facilitant les glissements particulaires, rdle de
lubrifiant joué par l'eau...

D'autre part, une bonne partie du travail fourni en compression est
probablement 1ié & la déformation des particules.

Nous avons d'ailleurs obtenu lors du démoulage de la cellule, de
véritables pastilles de poudre, pour une teneur en eau supérieure & 10%.

L'énergie absorbée rend bien compte des propriétés plastiques acquises

par la poudre.

Influence du nombre de cycles

Ici apparait une tendance & priori contradictoire avec les résultats
ci-dessus; lors du 5e cycle de compression & 2000 N puis & 500 N, le module de
rigidité reste stable dans le ler cas, et augmente au contraire dans le 2e
avec la teneur en eau (sauf aux humidités trés fortes).

Cela signifie certainement qu'aprés une premiére série de compressions a
500 N, l'arrangement particulaire obtenu avec une poudre humide est plus serré

et donc plus difficile a comprimer par la suite.
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Figure 6. Module de rigidité d'une
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neur en eau, calculé sur le 5e cycle
a 500 N.

Conclusion 3
Dans cette étude, nous avons tenté de <transposer les comportements

rhéologiques des milieux continus & un matériau discontinu, la poudre, en nous
aidant des expériences réalisées par Peleg.

Les caractéristiques rhéologiques obtenues dépendent des conditions de
mesure,ce qui met bien en évidence les limites d'une telle démarche.

Néanmoins, celle-ci présente un intérét dans 1'étude de Tfacteurs
externes, humidité en particulier, sur le comportement du produit.

Nous tenons & remercier Mr LEFEBVRE, Laboratoire de Physico-chimie des

Macromolécules, INRA NANTES, pour ses conseils et la mise a disposition du
matériel.
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