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DETERMINATION DU COMPORTEMENT DES MATERIAUX COMPOSITES SOUS

CONDITIONS DYNAMIQUES (.)

(..)

A. CARDON, professeur (...)
C. HIEL, chercheur F.R.F.C.

RESUME

Avec un équipement spécifique (IMASS et METRAVIB) dont les sorties sont

reliées au travers d'un interface actif à un miniordinateur HP 1000, nous déter-

minons les composantes du module complexe de matériaux composites dans un do-

mainede fréquences de 0.1 à 10 Hz (~ 1000 Hz) et un domaine de température de

25 à 200°C. La méthode est une approche macro- et micromécanique suggérée par

SIMS et HALPIN qui ne nécessite la mesure que d'uneseule caractéristique visco-

élastique.

Les résultats expérimentaux de contrôle concordent avec les prévisions.

ABSTRACT

A commercially available equipement (IMASS and METRAVIB) , connected withan

active interface to a minicomputer HP 1000, permits to measure the components

of the complex modulus of composite materials. The measures were obtained in a

frequency range 0.1 to 10 Hz (~ 1000 Hz) and a temperature range from 25 to

200°C. The method is a macro- and micromechanical approach as suggested by

SIMS and HALPIN and needs the measure of only one viscoelastic characteristic.

The experimental control results agree with the calculated data.
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1. INTRODUCTION.

Actuellement la majorité des informations concernant les matériaux compo-

sites se limitent à des résultats d'essais statiques, de fatigue et de fluage.

Non seulement de nombreuses applications de ces matériaux s'effectuent sous des

conditions dynamiques, mais il est év~dent que la connaissance du comportement

d'un matériau vis à vis de sollicitations dynamiques permet de mieux comprendre

son comportement global et plus spécialement du point de vue de la fatigue.

Un besoin croissant d'informations précises concernant le comportement dynamique

des matériaux composites existe, ainsi que la mise au point de méthodes permet-

tant de relier le comportement global du composite au comportement spécifique

de ses constituants.

Si beaucoup de modèles existent pour calculer les caractéristiques globales

du composite à partir de ces constituants, ils n'envisagent généralement que des

comportements élastiques alors que bien souvent la matrice est nettement visco-

élastique et domine parfois le comportement global, du moins dans certains cas de

sollicitations. Une modèlisation qui prend en compte le caractère viscoélasti~

que de cette matrice est dès lors souhaitable.

Nous utilisons une approche macro- et micromécanique suggérée par SIMS et

HALPIN qui a l'avantage de ne nécessiter que la mesure d'une seule caractéris-

tique viscoélastique. Les échantillons contiennent des fibres de carbone Hyfil-

Torayca, continues et alignées uniaxialement dans une matrice en résine shell

R7B.

Nous disposons d'équipements de mesure pour des essais dynamiques traction-

compression et flexion dans le domaine de fréquence 0.1 à 1000 Hz et le domaine

de température de -180 à +200oc. Ces gammes complètes nécessitent un raccord

de mesures obtenues par différents équipements et nous nous sommes limités dans

un premier temps aux domaines 0,1 à 10 Hz et +25 à +200°C.

Nous introduisons plusieurs corrections pour tenir compte des conditions

spécifiques des méthodes de mesure. Un raccord des équipements de mesure par

un interface actif à un miniordinateur HP 1000 avec un software spécifique nous

permet d'exploiter très rapidement tous nos résultats de mesure.

2. METHODE DE MESURE - EQUIPEMENTS - CORRECTIONS.

2.1. Methode de mesure.

La méthode que nous utilisons est celle des vibrations forcées soit en

traction-compression, soit en flexion composée.

Si

CI = CI cos wt ,0 (1 )

-~-- ~ --~~~
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nous savons que s'il ya une certaine viscosité la déformation résultante sera

déphasée:

e = e cos (wt-ô)
0

(2)

Le module complexe~, s'écrira:

cr 'ô cr cr

E o~
(
0

Ô
,0,

ô) E
'=- e = - cos + ~ - s~n = + ~ Ee e e 1 2

0 0 0
(3)

El mesure le caractère élastique et E2 le caractère dissipatif du matériau.

On mesure généralement

El et
E2

tgô=E
1

(4)

Nous utilisons deux équipements qui sont commercialement disponibles: le vis-

coélasticimètre METRAVIB (France) et le Dynastat-dynalyzer IMASS (U.S.A.).

2.2. AdaE,tation.

Une modification de ces équipements standard nous donne une sortie con-

nectée au travers d'un interface actif (tampon), a un miniordinateur HP 1000,

ce qui nous permet une utilisation directe de notre programme d'analyse des

données [1] en vue d'obtenir les représentations de El et tg ô en fonction de

la fréquence (f) et de la température (8).

Cette adaptation nous permet une analyse rapide et complète des diffé-

rentes fonctions caractéristiques de l'échantillon.

2.3. Corrections de rigidité.

Les équipements que nous utilisons sont construits pour l'essai de maté-

riaux à module relativement faible et dès lors la rigidité de l'ensemble est

parfois trop faible. Si F = Ku nous avons K ~ 5.106 N/m.
.

Il est dès lors nécessaire d'introduire des corrections de rigidité pour

séparer la rigidité propre de l'échantillon d'autres facteurs parasites de

l'équipement, [2].

Si Kl est la rigidité du transducteur de force,

K la rigidité de la première connection,c

K 1 la rigidité de la seconde connection,c
K*2 la rigidité de l'échantillon,e

on montre que la rigidité mesurée K~ est donnée par:m
1 1 1 1 1-=-+-+-+-

K* Kl K K* K
m cl e c2

(5 )
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Une détermination précise de Kl' K et Kc nous permet en utilisant la rela-
~ cl 2 ~

tion (5) de calculer K à partir de la mesure de K .e m

2.4. Corrections pour l'essai de flexion.

On estime généralement 'que la flexion composée est une mise en charge

commode pour la mesure des caractéristiques de matériaux composites.

p

th

1-

L
..f

Il Y a cependant lieu de vérifier que les déplacements Ô, soient suffisamment

petites pour que les conditions de linéraité complète des approximations utili-

sées soient vérifiées, et ce pour toutes les températures (!).

On remarque souvent que la rigidité mesurée lors de cette expérience est

plus faible que celle mesuré en traction-compression. Cela provient du fait

que dans ce mode de sollicitation il faut tenir compte d'une correction de ci-

saillement. On peut montrer que le rapport de la rigidité apparente à la ri-

gidité reelle varie sensiblement en fonction du rapport L/h et du rapport E/G,

(figure 1).
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Fig. 1.
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Dans le plupart de nos mesures expérimentales nous avons généralement L/H ~ 25

et E/G ~ 35 ce qui nous donne des résultats aux environs de 90 % des valeurs

reëlles.

3. MATERIAUX COMPOSITES.

Si on souhaite représenter un matériau composite par un milieu continu homo-

gène et anisotrope (.) en vue d'appliquer les méthodes classiques de la mécani-

que des milieux continus pour le dimensionnement de structures, il est néces-

saire de disposer d'une méthode de calcul des fonctions caractéristiques dans

les équations constitutives du milieu continu équivalent à partir des caracté-

ristiques mécaniques des fibres et de la matrice, tenant compte de la densité

des fibres, de la distribution spatiale des fibres, de la forme géométrique

des fibres et des conditions d'interface entre fibres et matrice.

Une méthode générale nécessitera donc un très grand nombre d'informations

spécifiques sur les détails de la structure interne du matériau composite.

Devant la complexité de ce problème général, on utilise souvent deux méthodes

simplifiées basées sur une description schématique de la micro-structure.

On peut mentionner la méthodes des bornes, qui a l'avantage de donner des

résultats généralement valables quel que soit la partie nécessairement inconnue

ou mal connue de la micro-structure, mais avec le désavantage que cette infor-

mation inconnue, (ou même parfois impossible à connaître), a tellement d'impor-

tance que l'écart entre les bornes obtenues est très important.

L'autre méthode est celle des modèles simplifiés du matériau composite, qui

à le désavantage d'un décalage parfois important entre le modèle et le composite

reël, mais qui à l'avantage d'une grande rapidité de calcul des propriétés.

Un exemple est celle proposée par HALPIN et TSAI, [3].

3.1. Equations de départ.

Nous utilisons les relations:

Ell = Ef Vf + Em Vm
(6.1)

V12 = vf Vf + vm Vm (6.2)

Ef(1+l;lV ) + 1;1Em (l-Vf)E = E f
22 m Ef (l-v f) + 1;1 Em (1+V /1;1)

(6.3)

c.) Il t
" ~ ' f' ' tt "

1 t
, t 'blres era a verl ler Sl ce e aSSlml a lon es pOSSl e.
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Gf(1+1;2Vf) + 1;2Gm (l-Vf)
G = G

12 m Gf (l-v f) + 1;2Gm (l+V /1;2)
(6.4)

dans lesquelles

E11 = module élastique dans la direction des fibres (1)

E22 = module longitudinal dans la direction perpendiculaire (2) ;

G12 = module de cisaillement dans le plan (1-2) ;

v12 = coefficient de Poisson;

Ef,Em = modules longitudinaux des fibres et de la matrice;

Gf,Gm = modules de cisaillement des fibres et de la matrice;

v f,vm =
V = la

f

1;1,1;2 =

coefficients de Poisson des fibres et de la matrice;

densité volumique des fibres;

des "facteurs de forme" dependant de la géométrie des fibres, de leur

distribution et des conditions de chargement; ils peuvent être carac-

téristiques du procédé de fabrication du composite.

Si on pose 1;2 = 1 la relation (6.4) se réduit à celle donnée par HASHIN et ROSEN

[4], basée sur l'analyse d'un modèle de cylindres empilés.

Pour une analyse plus complète des modules complexes de matériaux composites,

on peut se referer aux travaux de HASHIN, [5] ,[6].

3.2. Méthode utilisée.

Nous utilisons une méthode alternative suggérée par SIMS et HALPIN, [7],

qui nécessite la mesure d'une seule fonction viscoélastique caractéristique

E22(f,8).

Les résultats obtenus sur un échantillon transversal sont alors utilisés

pour calculer E (f,8) et G (f,8) à l'aide des équations de HALPIN et TSAI.m m

Cette méthode est fort pratique et cela pour plusieurs raisons:

- le composite unidirectionnel est généralement vendu sous formes de feuilles;

- les effets des concentrations de contraintes autours des fibres sont directe-

ment pris en compte;

la relation entre les propriétés mécaniques de la résine en tant que matrice

et la résine dans une forme homogène n'est pas simple essentiellement à cause

de la composition chimique, des dimensions et du processus de fabrication.

- ----------
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4. RESULTATS' EXPERIMENTAUX.

Nous avons effectué des mesures sur des échantillons contenant des fibres

de carbone Hyfil-Torayca, à haute résistance et faible amortissement, [a],

'alignés continument et uniaxialement dans une résine shell R7B.

Les éprouvettes ont été découpées dans les feuilles livrées par le fabricant

â l'aide d'une scie de diamant.

4.1. Une première série d'expériences a été effectuée pour obtenir E11 (f,a)

sur un composite [O]a et pour E22(f,a) sur un composite [90]a' [2].

En utilisant un programme de fonctions spline, la surface E22 a été lissée et

à l'aide de l'équation (6.4) la surface E (f,a) a été calculée.m
Un programme spécifique pour des plaques multi-couches, [1] a été utilisé

pour le calcul de E (f,a), module de flexion d'un multi-couche général.xx
Les figures 2.1 et 2.2 donnent les résultats pour f = 1 Hz et f = 10 Hz d'un

composite [+45 -45 +45 -45]5 dont le comportement est largement dominé par

le comportement de la matrice.

M (GPa)
M (GPa)

20 - prédictio !
. essais

20 - prédiction
. .

. . essa~s

10 la

temp (OC)

tem!, (OC)
0 50 100 150 200

0 50 100 150 200

Fig. 2.1. (f = 1 Hz) Fig. 2.2. (f = la Hz)
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Une autre série d'expériences a été effectuée sur un composite [90]8 en

tension-compression et ce pour 7 températures et 28 fréquences.

Les résultats après correction (voir § 2), nous donnent les fonctions El et E2

ce qui nous permet d'obtenir une vue complète de tg 0 en fonction de f et de e,

4.2.

(figure 3).

e

Flg.3.

Des détails de ces résultats se trouvent dans [2].

4.3. Des mesures de tg 0 sur le même échantillon obtenus par la méthode de

flexion composée et la comparaison avec ceux obtenus en traction-compres-

sion sont données dans [9].

5. CONCLUSIONS.

Nous avons présenté une méthode de prédiction du comportement viscoélastique

de matériaux composites basée sur des mesures de vibrations forcées et une ap-

proche micromécanique. Les résultats obtenus sont en bon accord avec les résul-

tats expérimentaux. Actuellement nous travaillons sur l'extension et la vérifi-

cation de cette méthode pour des composites plus complexes.
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RECHERCHEDE MODELESRHEOLOGIQUESPOURLES POLYMERESSOLIDES

SOLLICITES A GRANDEVITESSE DE DEFORMATION

-PROBLEMES D'IDENTIFICATION -

J. POUYETl,J.L. LATAILLADE2,C. SIGNORET3

Laboratoire de Mécanique Physique - E.R.A.C.N.R.S.n° 769
351, cours de la Libération - 33405 TALENCE cedex

RESUME

On décrit ici les résultats concernant le comportement rhéo1ogique de

polymères solides aux grandes vitesses de déformation, obtenus par des dis-
positifs à barres de Hopkinson. La modélisation est faite par deux méthodes:

- La méthode analogique où la cellule de base utilisée est celle

de Bingham. L'analyse é1asto-viscop1astique est faite à partir
d'une méthode graphique qui permet d'accéder très rapidement aux
paramètres d'élasticité, de viscosité et de seuils plastiques du
matériau.

La méthode fonctionnelle où la représentation choisie est celle

de Volterra multiple à l'ordre 3 afin de pouvoir rendre compte

aussi bien des effets non linéaires que de ceux de mémoire,

avant l'écoulement viscàp1astique. Une méthode numérique est

présentée qui permet d'accéder aux noyaux de retard du matériau.

ABSTRACT

This paper dea1s with resu1ts concerning the rheo1ogica1 behaviour of

solid po1ymers at impact rate loadings, obtained through Hopkinson bars ap-
paratus. The mode1ization is achieved by two means :

- The first one is based on the ana1og method, for which the ele-

mentary ce11 is a Bingham one; the e1astoviscop1astic ana1ysis

is then made in a graphica1 way : it a11ows us ta get the e1as-
tic, viscous and plastic parameters of the materia1.

- The second one is based on a Fréchet expansion of Volterra inte-

gra1s up ta the third rank in order ta invo1ve non 1inear ef-

fects as we11 as memory ones occuring before the viscop1astic

yie1ding. A numerica1 method is presented, which permits to com-
pute the Volterra kemels related to the material.

1 Professeur à l'Université de Bordeaux l

2 Maître-assistant à l'Université de Bordeaux l (E.N.S.E.R.B.)

3 Chargée de cours à l'U.P.A. de Bordeaux
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1 - Géné ra l ités

L'utilisation et l'élaboration des matériaux, dans des conditions opti-
males, exigent la connaissance de leur comportement mécanique tant en solli-

citation statique que dynamique.

Ainsi, est-il nécessaire de déterminer la réponse de ces matériaux à
des vitesses de déformation élevées telles qu'on les rencontre dans les sol-

licitations de courte durée, que ces vitesses élevées soient accidentelles

(impact par exemple) ou provoquées comme, par exemple, dans les procédés de
transformation.

Les questions alors posées se ramènent à deux thèmes d'étude: d'une

part, établir la loi de comportement et son évolution avec la vitesse de dé-

formation, dans un but de prévision (variation du module tangent, du seuil
de plasticité, ...), d'autre part, interpréter cette loi en termes molécu-
laires, dans la mesure où la vitesse de déformation va conditionner les mé-
canismes d'interactions entre segments de chaînes, l'enchevêtrement de ces

chaines, etc ... (1).

Nous proposons, dans cet esprit, de donner deux méthodes d'analyse per-
mettant de rendre compte d'essais à haute vitesse, pratiqués sur certains

systèmes polymériques.

2 - Production des vitesses élevées: Système par barres de Hopkinson

Nous ne ferons pas ici une description exhaustive des méthodes expéri-
mentales permettant d'atteindre ces gammes de vitesse, car elles sont très
variées (2).

Nous avons opté pour les dispositifs dits à "barres de Hopkinson" de

façon à explorer une gamme de vitesses qui va de 20 s-l à 10~ s-l. Dans ce
but, deux dispositifs ont été réalisés pour les configurations de compres-
sion uniaxiale et de cisaillement par torsion.

Nous donnerons ici le principe du premier dispositif en renvoyant le
lecteur aux références (3), (4), (5) et (6) qui détaillent les réalisations
mécaniques et les chaines d'acquisition et de traitement.

L'éprouvette d'essai (~ = 18 mm, e = 5 mm) est pincée entre deux bar-

reaux élastiques identiques dont l'impédance pCSb est supérieure à celle du
matériau constitutif de l'éprouvette p CS. Son chargement mécanique ene e e
contrainte uniaxiale est obtenu suite à la propagation, dans le barreau

d'entrée, d'une impulsion de contrainte dont la génération est consécutive

1

eT

PROjECTILE l
"" 0", O"T

EJ 1 BARREAU AMONT BARREAU A_VAL
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au choc d'un projectile sur la face d'entrée du barreau.

La longueur du projectile (l) et sa vitesse (V) déterminent respective-

ment la durée de l'impulsion incidente (T = 2l1C) et son amplitude

(al = pCV/2).

On montre alors que, par construction, la vitesse de déformation (È) et
la contrainte moyenne a(t) dans l'échantillon sont reliées par la loi:

1 .

- e pC €(t) + a(t) = a.(t)
2 1

De l'analyse extensométrique des signaux incidents et réfléchis (ER)'

dans la barre d'entrée et du signal transmis (ET) dans la barre de sortie,
il est possible de remonter simplement à :

{l}

2C

8(t) = -- ER(t)
et a(t)

Sb

;- Eb ET(t)
e

e

S et S étant respectivement les sections droites des barreaux et deb e

l'éprouvette, et Eb le module de Young des barreaux.

La figure 1 indique les signaux enregistrés dont la combinaison permet
d'acquérir l'histoire de la contrainte et de la vitesse de déformation (fi-
gure 2). On notera que ce système permet d'appliquer à l'échantillon, pen-

dant 200 ~s environ, un créneau de contrainte établi avec un temps de montée
de l'ordre de 15 ~s.

A partir des graphes précédents, on distingue, pour les polymères es-

sayés, une zone à comportement viscoélastique suivie d'un comportement vis-
coplastique, caractérisé par une vitesse de déformation constante. Cette ob-

servation nous a amenés à pratiquer une double modélisation: celle concer-
nant la partie viscoélastique sera traitée par le biais de l'analyse fonc-

tionnelle, le comportement viscoplastique étant modélisé par une méthode
analogique.

3 - Identification analogique (6), (7), (8), (9)

Cette méthode consiste à représenter le matériau par des modèles sim-

ples rendant compte des caractères essentiels qui apparaissent sur les cour-
bes expérimentales de la figure 2.

Pour ce faire, les résultats découlant de la modélisation et de l'ex-

périmentation sont présentés graphiquement sur un quadriplan Ë - 0 - E - t.

Dans cette représentation, et conformément à la relation d'appareillage {I},
le point de coordonnées (o(t), Ë(t)) évolue sur une droite dans le plan
0 - Ë :

- Sa pente (1/2 pCe) conditionne la sensibilité de la mesure. Elle

peut être modifiée. pour un échantillon d'épaisseur (e) donnée, en jouant
sur l'impédance (pC). c'est-à-dire sur le matériau constitutif des barreaux.

- D'autre part, on décrit le plan Ê - 0 en modifiant l'amplitude
du signal incident, c'est-à-dire la vitesse du projectile.

Avec cette méthodologie, qui consiste à solliciter le matériau à niveau
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de contrainte incident croissant, il devient possible de déclencher les mé-

canismes qui régissent le phénomène de viscoplasticité, puis de modéliser la
loi de comportement.

Parmi les modèles représentatifs simples, le modèle de Bingham a déjà

été essayé avec quelque succés (10).

Nous avons, pour notre part, adapté ce modèle dans les versions une,
deux et trois cellules en parallèle. La figure 3 rend compte, par exemple,

du résultat d'une modélisation par deux cellules de Bingham en parallèle.

On notera que l'évolution de la droite d'appareillage avec le niveau

d'entrée al' permet de définir de déclenchement des seuils plastiques aSI
et aSz.

Les positions ultimes de ces droites (notées t = 00) correspondent à des
temps de mesure très supérieurs aux temps de réponse n./E. du modèle. Dans
le plan a(t)- e::(t), leurs pentes respectives mesurent~le.!;viscositi>.s
(ni + nz), puis ni ou nz.

Si on tente la construction précédente à partir des données expérimen-
tales, on obtient, par exemple, le graphe de la figure 4.

1) - Après un t~mps,qui correspond au temps de montée de la contrainte a.(t),

la vitesse de déformation atteint sa valeur la plus grande. ~

2) - Pour une valeur de cette contrainte incidente, les points représenta-
tifs s'alignent bien sur une droite qui évolue parallèlement à elle-mê-

me lorsqu'on modifie aI. Ceci conforte, à posteriori, les hypothèses
qui sont faites pour a50utir à la relation {1}.

Les points ultimes de chacune de ces droites s'alignent sur des demi-

droites dont les caractéristiques permettent de tirer les paramètres
du modèle. Ainsi, dans le cas du copolymère P.P., on obtient les ré-
sultats suivants:

3) -

El = 62,S.107 Pa

ni = 2S.1O5 Po

aSI = 4,S.107 Pa

E2 =

n2 =

113.107 Pa

13,2.105 Po

S,4.107 Paa =
82

D'autres thermoplastiques (PMMA, PVC, PE, CA) ont aussi été essayés et
modélisés avec succés par cette méthode.

4 - Identification du comportement viscoélastique

Il existe différentes voies pour approcher de façon fonctionnelle le
comportement viscoélastique non-linéaire d'un matériau. Elles sont claire-

ment exposées par LOCKETT (11) et partent de la loi suivante: la déforma-
tion au temps t dans un élément de volume initialement au repos et soumis à
une histoire de la déformation e::(t),s'exprime par la fonctionnelle

e::(t) = f[a(t - T)Jt
T=O

pour un matériau non vieillissant.

Dans le cas non-linéaire, on peut étendre l'intégrale de Volterra, re-
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présentative du cas linéaire, en un développement en somme d'intégrales mul-

tiples suivant la relation (mono-dimensionnelle ici) :

00

I

t

f

t 00

E(t) = E J (Tl, ..., T) TI â(t - T.) dT.
n=1 0 0 n n i=l 1 1

{Z}

n Lois

où les noyaux J. sont caractéristiques du matériau.1

Malheureusement, la généraiité de cette formulation est à la mesure de

l'absence d'informations physiques sur ce sujet. Aussi, tout en conservant

cette formulation, a-t-on cherché à en limiter le nombre de termes, généra-
lement aux trois premiers. Ce modèle s'avérant encore inutilisable dans la

pratique, d'autres procédés sont envisageables :

- La recherche d'une fonctionnelle linéaire entre une mesure non

linéaire de la déformation et de la contrainte (LEADERMANN (13), RABOTNOV
(14».

- B.K.Z. (15) utilisent une représentation par intégrale simple

avec une fonction mémoire dépendante du taux d'extension, tandis que

SCHAPERY (16), à partir de la notion de temps réduit, arrive à une formula-
tion applicable à de nombreux matériaux.

A la difficulté précédente, s'en ajoutent d'autres telles que l'origi-

ne du caractère non-linéaire, cette non-linéarité pouvant se manifester de
trois façons:

.- Effet de l'amplitude de sollicitation: la réponse Et à une con-
trainte constante (Go) fait intervenir les fonctions JI(t), J2(t,t), etc ...

- Effet du décalage to entre deux sollicitations: la réponse à
un escalier à deux marches fera intervenir les fonctions précédentes mais

aussi les fonctions décalées Jl(t-tO), J2(t, t-to) ... J2(t-tO, t-to) etc...

Il se peut fort bien que le matériau réponde de façon linéaire au fluage

(Et = JI Go), mais non pas à la sollicitation précédente!

- Chargements multiaxiaux : enfin, des chargements synchrones mais

de nature différente (traction-torsion par exemple), peuvent aussi introdui-
re une non-linéarité.

Tout ceci souligne la complexité de ce problème. Nous nous limitons,
pour notre part, à un chargement dynamique en contrainte du 1er type, en
recherchant à partir de la formulation {Z} la fonctionnelle entre la con-

trainte de compression uniaxiale et la déformation longitudinale.

4.1 - Choix de la méthode-------------------

La relation {Z} est écrite sous la forme:

00

E(t) = E R (J (t), a(t» )fi n
n=l

où Rn est fonctionnelle de l'entrée a(t) et des noyaux inconnus J (t),(Anne-
xe, relationA-I). n

{3}
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D'après cette représentation, on ne peut accéder, sauf cas particulier

(17), aux noyaux du développement que par déconvolution numérique. Cette mé-

thode présente de sérieux inconvénients (20) et nous avons opté pour une mé-
thode numérique d'identification pour déterminer les noyaux de relaxation

Jn à partir de la contrainte imposée Œ(t) et de la déformation axiale mesu-
rée E(t).

Parmi les méthodes d'identification existantes (18), la méthode choisie

est celle du modèle: on déduit numériquement le modèle à partir d'un certain
nombre de couples Œ(t), E(t) et on compare directement la déformation mesu-
rée (due à l'objet) à celle due à son modèle. Ce pour une même entrée en

contrainte Œ(t). On minime ensuite la différence par modification du modèle.

4.2 - ~~~~S~~~-~~-~~-~~~~~~~

Pour déterminer les N fonctionnelles Hn du développement (3) limité à
N termes, on utilise une méthode préconisée par ailleurs (19),et qui met à
profit la propriété d'homogénéité de ces fonctionnelles.

Si on réalise H essais homothétiques correspondant aux entrées

ô.(t) = k. ~(t),1 1

la sortie correspondante prend la forme:

( 2 . N
E. t) = k. Hl + k. H2 + ... + k. HN1 1 1 1 (i = 1, ..., N) {4}

L'allure des courbes expérimentales, sur lesquelles mous travaillons,
~ous permet d'être en accord avec cette situation.

a c

k0(t)
.
oCr)

t t
Tmax Tmax

L'étude portant sur la partie de cette courbe où la non-linéarité n'est

pas trop accentuée, la détermination des trois premiers noyaux est alors
suffisante. Pour ce faire, il faut trois réponses du système à trois entrées

homothétiques, pour déterminer les trois premières fonctionnelles à partir
de la relation matricielle:

{E (t)} = [K ] {H (t) } {s}

où [K ] est la matrice de Vandermonde des coefficients k~.

Les H (t) ainsi calculés, il s'agit d'évaluer la contribution de chaquen
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noyau Jn à partir des EelationsQA-l) : ceci est~réalisé par décomposition
des HN et des modèles ~, sur une base de fonctions orthogonales, l'identité

objet-modèle étant assurée par égalité des coefficients de cette décomposi-
tion.

4.3 - ~~~~~~~~~~~~~-~~_~~~~i~~_~~_~~-~~~~~~
Les fonctions Hi' déterminées par la résolution du système {5}, sont

décomposées sur une base de fonction fm(t) (A-2).

Lorsqu'on limite l'ordre de la décomposition au rang M, on obtient la
meilleure approximation H(de H) au sens des moindres carrés, si la base

{fm} est orthogonale.

La base qui a semblé convenir le mieux, est celle des fonctions de

Legendre fm(t) (de pàids 1) dont l'intervalle de définition a subi une
translation sur O,T.

La connaissance de la base {fm} j~inte à la condition d'orthonormalité,
entraîne le calcul des coefficients y 1 de la décompositionm

{H(t)} = Cy iJ {f (t)}m m
.

f

T
Y 1 = H.(t) f (t) dt
m 0 1 m

A partir de la fonctionnelle (A-l), on peut maintenant

tion du mê~e ty~e entre l'approximati~n de Hi(t) (Hi(t») et
de Ji(t) (~i(t)J..Pour ce faire, on décompose à nouveau les
variables Ji, sur une base de fonctions orthogonales.

On utilise ici l'approximation de telles fonctions par décomposition

sur une base de fonctions multivariables, la base {g} choisie, étant celle
des fonctions de Laguerre.

{6}

établir une rela-

l'approximation
fonctions multi-

Le~ co~ffiEients ri' rij' rijk sont ainsi affectés respectivement aux
noyaux JI, J2, J3, conformément aux relations (A-3). Ainsi:

M'

J2(TI, T2) = E
i=O

M'
Er.. g.(Tl) g.(T2)

.
A 1J 1 J

J=
{7}

est introduit dans:

H,(t) . J: J: J,(", ,,) o(t - ,,) o(t - ,,) d" d"

L'entrée .est ici assimilée à un échelon unitaire.

En utilisant la notation

1. (t) =
f

t g.(T) dT1 1
a

{8}
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on arrive aux expressions du type (A-4)

M'
Hdt) = 2:

i=O

i=ji
2: B.. I.(t) I.(t)

j=O 1J 1 J

r. .

B.. = 1J
1J 2 .J. .

r.. 1rJ
1J

{6}, d'expliciterIl devient alors possible, à partir de la relation
les coefficients y i (A-5) :m

M'
2 - 2:

Ym - i=O

1

I

r
2: B.. f (t) 1.(t) 1.(t) dt
j=O 1J 0 m 1 J

{la}

- Procédure de calcul: La donnée des deux bases {f} et {g} permet d'évaluer

les fonctions Ii(t) et les coefficients y~i (relation 6). Il s'ensuit, par

inversion des relations {10}, le calcul des coefficients Bij,_c'est-à-dire

des coefficients rij du modèle. On évalue ensuite les noyaux Ji (relation 7)
et on procède à la reconstruction de la sortie "modèle",

- - 2- 3
E.(t) = k1 Hl(t) + k2 H2(t) + k3 H3(t)1

qui est comparée à la sortie réelle {4}, ceci conformément à l'organigramme
ci-joint.

4.4 - Résultats obtenus-----------------

A titre d'illustration, nous présentons ci-dessous, les résultats rela-
tifs à un acétate de cellulose essayé à 60°C. A partir des trois entrées en
contrainte homothétiques et de la mesure des trois réponses Ë(t), les trois

premiers noyaux ont été reconstruits suivant la procédure qui vient d'être
indiquée (figure 5).

Cette méthode donne des résultats acceptables mais nécessite des pro-

grammes de calcul lourds du fait de difficultés de convergence. Nous pensons

cependant qu'il est possible d'affiner cette méthode en travaillant sur les
différents paramètres d'optimisation. Ce travail s'inscrit dans un cadre
plus général qui vise à appréhender les lois de comportement aux vitesses
élevées dans les configurations de compression, de torsion (déjà réalisées),
de traction (en cours de réalisation), puis des configurations multiaxiales.

°I,"r x 107 Pa
ontrainte incidente

"1 = 10,710' Pa

É/É
1,0 max

10

Contrainte transmi se

\0 = 10.10' Pa

\max
~-, l_,

,-'--- \
, \

./ \
/ \
1 \
l ,

1 \
1 1
/ 1, ,

1 1
1 1, 1

5 ~ : \
1 \

1 l ,
1 : :
1 1 1

2,5..j l ,
1 : :
1 1 1
1 1 1

1 / \
' r rv 1

50 100 150 200 25~ am = 4,79 10' Pa

É = 931 s-'max
°tX10' Pa

A.
1

1

7,5 ....
1

1

1
1

0,5
7,5

25 50 75
2,5

1,0, o/omax

t
s

Figure 2

Condi tion de l'essai:

ts

1
1
1
1
\,

Contrainte réfléchie:
,
1
l,
1
l,,
'.

0,5
nature de barreaux (aluminium)
vitesse de projectile 18,86 105-'
longueur de projectile 3~ çm
épaisseur d'échantillon

à t=O 4,17 mm
à t- 4,15 mm

Or = ÈA

Figure 1 2'5 50
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Figures 5 (b)
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Calc~l des fonctions de

LAGUERRE g(t).

Calcul des primitives I(t)

des fonctions g(t) par
récurrence.

Calcul des fonctions de

LEGENDRE f (t) .

Entrée des valeurs art) ,E(t)

Calcul par valeurs tahulées

des ~0efficients ~~~r

CalcuJ des coefficients B
-] ijk

Par i .r puis calcul des Y'..?
"'Je<

CRlcul des noyaux J/ par
produit matriciel. ~

Calcul des intégrales
des produits f(t).I(t)
par valeurs tabulées.

Calcul de art) et des coef.k.
1.

Résolution des n systèmes 3X3

Inversion des tableaux de
valellrs~T-1

Mise sur fichier des
l'7:.jk

Calcul du modèle Ut)

Sortie capier des noyaux et du modèle. Mise sur fichier

temporaire pour un traitement ultérieur par traceur de courbes
P,E:~~~C1; .

ORG.:..rnG"RAM~1EDU PROGRAM!\1E FORTRAN DE DETERMINATION DES NOYAUX
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A-1

A-2

A-3

A-4

A-5

- ANNEXE-
----------

f

t

J

t n
H = J (t - Tl, ..., t - T) TI a(T.) dT.
n 0 0 n n i=1 1. 1.

n fois

M' M' M'

J3(TI, T2, T3) == E E E r"k g.(Tl) g.(T2) gk(T3)
r=O j=O k=O 1.J 1. J

M'

Hl = E B. l.(t)
i=O 1. 1.

M' i j

H3 = E E E B. 'k 1.(t) 1.(t) lk(t)
i=O j=O k=O 1.J 1. J

U'

f

T
Y l = E B. f (t) l.(t) dt
m i=O 1. 0 m 1.

M' i j

I

T
Y 3 = E E E B. .k f (t) 1. (t) l.(t) l

k
(t) dt

m i=O j=O k=O 1J 0 m 1. J

- -

00
i

H.(t) = E Y f (t)
1. m=O m m

M'
JI(TI) = E r. g.(TI)

i=O 1. 1.
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- ETUDE en PERFORATION à GRANDE VITESSE de la FRAGILISATION

du PVC RIGIDE Ear le VIEILLISSEMENT -

G. ROUX G. REVIRAND

C.S.T.B. - 24, rue Joseph Fourier - 38400 St Martin d'H~res

ABSTRACT -

The aim o~ thi~ ~tudy i6 the dihect evaluation by mechanical

te~ting o~ the mechanical duhability 06 thim ~igid pvc pk06ilea.

Ii i4 made by ~ollowinq a duhability index: the b~ittle tempe-

hatuhe, TF' me6u~ed at a con6tant 6peed by indentation te6t

a~tek al[ti 6<.cial al[ yratuhal weatl'lel[{na.

RESWfE --------

LI' but d" cette étude e~( d'évaCue'! fr~ du.'1.CtbiUtr Yl/écCtn.iQue d('

p~o~it~ mince4 en PVC 'liqid(' di'l('ctement pak un te6t m~cCtniQue.

Ce t,'6tcon6i6te eYI {(II e6~ai dl' p".'1.~okati(Jn d~~.{ni66ant ta tempé-

l[ai{(H de 6/tagilité, TF' dC6 épttouvette4 avant et apkè6 vieiLfi6-

6ement. L'évolution de TF peut ain6i 6e/tvi/t d'indice de d~ghada-
tion.

000 0 000
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1- INTRODUCTION -

Le vieillissement des profils fins en PVC rigide

se traduit entre autres phénomènes par leur fragilisation

mécanique les rendant inaptes à l'emploi après une certaine

durée. L'appréciation de la durabilité en tant que critère

de qualité nécessite donc la mise au point de méthodes permet-

tant de déterminer sur des matériaux neufs cette durée de

fragilisation. La méthode proposée peut répondre à ce besoin.

De nombreux travaux ont été consacrés à l'étude

du vieillissement du PVC rigide utilisé en extérieur: évolution

de la coloration, de la stabilisation(l) et des propriétés

mécaniques.

La fraqilisation peut être mise en évidence

par l'essai de résilience en choc-traction.

Ce test donne:

La valeur de l'énergie absorbée par la rupture de l'éprouvette;

il permet de constater l'apparition de la fragilité provoquée

par le vieillissement, mais non de prévoir le temps d'exposition

pendant lequel le matériau présentera un comportement mécanique

satisfaisant. On voit en effet sur la figure l que l'évolution

classique observée par l'essai de traction-choc ne présente pas

de variation notable jusqu'à la chute de résilience traduisant

la fragilisation. La mise au point d'une méthode de prévision

nécessite la recherche d'un indice de dégradation qui évolue de

façon proqressive avec l'état de dégradation jusqu'à une limite

correspondant à la durée de vie du matériau étudié. Tel est

l'objectif de la présente étude.
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Figure l

Évolution de la résilience en choc-traction d'un PVC rigide
en fonction de la durée de dégradation au weatherometer

Le PVC, étant un po12~ère thermoplastique, pré-

sente une transition de fragilité dans un espace vitesse-

température (fig. 2). Une modification pro~ressive de la taille

et du nombre de défauts de structure se traduit par un déplace-

ment continu de cette transition(2) (fiq, 3).

Sachant que le vieillissement crée sur la surface

exposée aux intempéries un nombre croissant de défauts structu-

rel~ (scissions de 'cha~nes, doubles liaisons conjuguées, ...)'

nouS avons postulé qu'il devait entra~ner un déplacement continu

de la transition de fragilité.

,-50 "CI
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Figure 2
Diagrammevitesse-température définissant la transition de
'ragilité en traction d'un PVCcotr'merciaf
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Figure 3
Vitesse de la transition D/F en fonction de la concentration
de tension K. D'après R. JACOB 2" Symposium international
sur le PVC. Lyon 1976

Nous avons étudié cette évolution en utilisant

des essais de perforation à grande vitesse pratiqués sur un lot

de différents profilés co~~erciaux.

2 - CONDITIONS EXPERIMENTALES -

Les éprouvettes sont découpées sur des profilés

a~rès qu'ils aient été dégradés artificiellement dans un Weather-
orneter (ATLAS 65 WT) eu vieillis à l'extérieur sur le site de

Grenpble.

L'essai de perforation nécessite des éprouvettes

carrées de 30 mm de cOté. Elles sont encastrées entre deux pla-

ques métalliques rigides dégageant au centre une ouverture circu-

laire de 24 mm de diamètre. L'éprouvette se comporte ainsi comme

une plaque circulaire encastrée sur sa périphérie. On s'affranchit

ainsi de l'influence des défauts dus à l'usinage de l'éprouvette

dont l'effet vient se superposer à celui des défauts induits par

le vieillissement. Le perforateur est une tige, cylindrique de

4 mm de diamètre à embout hémisphérique se déplaçant perpendi-

culairement à l'éprouvette (fig. 4).

L'essai est pratiqué avec une machine hydraulique

INSTRON. Le verin de la kN est contrOlé par une régulation en

boucle fermée, sa vitesse maximale de déplacement est de 12 rn/s.
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Figure 4 Dispositif de perforation utilisé

L'adjonction d'une enceinte régulée en température

-80oÇ et 31Soe permet des essais dans une grande gamme de vitesses

et de températures.

Pendant l'essai d'une durée de quelques milli-

secondes nous mesurons et enregistrons la force de pénétration en

fonction du déplacement rélatif éprouvette-perforateur en utili-

sant un oscilloscope à mémoire digitale muni d'une sortie analo-

gique permettant le tracé de la courbe sur une table traçante.

3 - RESULTATS -
3-1 - Echantillons "témoin" -

Sur la figure 5 nous avons reporté les variations

de la contrainte d'écoulement en fonction de la température à

3 mis mesurée sur le pve n° 1. Pour des températures supérieures

à 3°e, le comportement est ductile et la contrainte suit la loi

linéaire d'Eyring(3). Pour des températures nettement inférieures

à 3bC le comportement est fragile et le niveau de contrainte très
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bas deuxentre

les (fig.

le comport~ment est ductile ou

6).

ces zones

éprouvettessuivant
fragile

Par convention nous appelons température de

fragilité TF la temp~rature la plus faible suivant la loi

d'Eyring, dans ce cas 3°C. C'est l'évolution de cette valeur que
nous suivons en fonction du vieillissement.

"",N """'1
,

c:::EID

-20 2C 40 10
r (OCI

Figure 5 .

Évolution de la contrainte maximale de perforation mesurée
à 3 mis en fonction de la température d'essai pour le PVC
no 1

Figure 6

Éprouvettede PVCperforée,comportementductile,e~regiS-Éprouvettede PVCperforée, co';'pprtfiment trllgile, enregis-trement obtenu trementobtenu



311

3-2 - Dégradation artificielle -

Les évolutions de la contrainte d'écoulement

mesurées en fonction de la température sur des échantillons

dégradés pendant des .durées croissantes sont portées sur la

figure 7. On constate ainsi que TF croit avec la durée de la

dégradation et que dans le domaine de comportement ductile la

cpntrainte d'écoulement n'est pas affectée par le vieillissement.

La figure 8 représente l'évolution de TF en fonc-
tion de la durée de dégradation pour plusieurs PVC et montre que

TF croit continûment et peut ainsi servir d'indice de dégrada-
tion.

Comme le montre la figure 9 l'expression mathéma-

tique de cette évolution pour les différents PVC étudiés est une

loi de la forme:

~TF = TF(t) - TF(O) = A tl/2

"""mm'>

0

/ i

/ 1

1
/

~ 100" Wom
. SOO" Wom
..1000" Wom
V 2000" Wom
. 5000" Wom

-20
..
.

V- V ,0 40. ID
T "C>

Figure 7
Influence de /a dégradation au weatherometer sur l'évolution
de la contrainte maximale de perforation mesurée à 3 mis
en fonction de /a température pour ce PVC n° 1 .
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Figure 8
Évolution de la température de fragilisation du PVC n° 1.
testé en perforation à 3 mIs.: en fonction de la durée de
dégradation au weatherometer
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Figure 9
Températures de fragilisation des 3 PVC portées en fonction
de tl/2, t étant la durée de dégradation au weatherometer

3-3 - Veillissement naturel -
La m~me dêmarche expêr~entale a êtê reproduite

sur des êchantillons exposês au vieillissement naturel à

Grenoble. Les valeurs de TF sont reportêes sur le tableau 1.
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- TABLEAU 1 -

On constate que .l'accroissement de TF est bien

supérieur aux incertitudes de repérage de la température.

3-4 - Corrélation entre vieillissement naturel et déqrada-

tion artificielle -

Cette corrélation est nécessaire pour tirer des

résultats obtenus en dégradation artificielle (rapide), la dura-

bilité des produits utilisés à l'extérieur pour des périodes

longues.

Les lois d'évolution de TF~n fonction des durées.
de vieillissement naturel ou de dé~radation artificielle sont

mathématiquement de la même famille (fig~ 9 et la) ainsi l'étude

de la corrélation est possible. Pour rechercher un coefficient

d'accélération entre ces deux modes d'endommagement, nous déter-

minons sur la figure 9 quelles sont les durées nécessaires en

dégradation pour obtenir les mêmes valeurs de TF qu'après l et 2

ans de vieillissement naturel. Ces valeurs sont portées sur le

tableau 2.
T_"u""b..."" ,OCI

.0

2C

1 2
Du","'.""_'..""~i-I

Figure 10
Variation de la température de fragilité en perforation à,
:3mis en fonction de la durée d'exposition naturelle fi" !Jou,
2PVC .

Durée PVC 1 PVC 2

témoin
+

19 :: 13 - 1 -
:

l an 26 :: 1 - 6! 1

2 ans 34 ! 1 - 1!J,'
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- 'rABLEAU2 -

L'examen de ce tableau vérifie un point déjà noté

par les études de DHC(l) à savoir que la corrélation entre le

vieillissement naturel et la dégradation artificielle varie avec

la formulation du PVC étudié. Le coefficient d'accélération est

environ 2,5 pour le PVC l, et 10 pour le PVC 2 ; par contre il

n'évolue pas de façon significative entre 1 an et 2 ans de

vieillissement naturel. Bien sûr ceci est à confirmer par l'étude

des échantillons qui seront retirés après 4 ans et 10 ans de

vieillissement naturel et par celle des autres profilés vieillis

1 et 2 ans.

3-5 - Corrélation avec l'essai choc-traction -

L'essai de choc-traction est couramment utilisé

pour apprécier la résilience en traction. Il s'agit d'un test gui

permet d'apprécier l'apparition de la fragilité en oeuvre. Il est

intéressant de comparer son résultat à l'évolution de TF obser-
vée en perforation.

Il faut pour cela pouvoir faire varier la vitesse

de déformation en perforation pour l'amener à celle correspondant

à .l'essai de choc-traction = 380 s-l.

La vitessse de déformation en perforation est

fonction de la vitesse du perforateur mais aussi de l'épaisseur

de l'éprouvette. Celle loi doit ~tre trouvée pour permettre de

travailler à ~ constant quels que .soient les produi~s.testé5.

Vieillissement PVC
TF Durée de la dégradation Coefficient

naturel
. (OC)

artific1elle équivalente d'accélération

TN(heure) tA(heure) TN/tA
+ + +

1 26-1 3630 - 300 2,4 - 0,2
1 an = 8760 h + + +

2 -6-1: 915 - ISO 9,6-1,5

34:1
+ +

1 6850 - 400 2,6 - 0,2
2 ans = 17520 h + + +

2 -]-] ]730 - 200 10,] - 1,2
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Dans ce but, nous avons comparé des résultats e~érimentaux

obtenus dans le domaine des déformations élastiques, à la théorie

d'Hertz(4). On montre ainsi que la déformation se divise en deux

composantes: une flexion biaxiale et une pénétration du perfora-

teur dans l'épaisseu~ de la plaque en PVC. La flexion est négli-

geable pour des fortes épaisseurs et prédominante pour les pro-

fils minces comme ceux correspondant à cette étude. Dans ce

cadre, utilisant les calculs propres aux plaques minces encas-

trées(S) on obtient la relation:

e~d
€ =---

L2

où € est la déformation,
e est l'épaisseur de l'éprouvette,
d est le déplacement relatif éprouvette-perforateur,
L est une constante ayant la dimension d'une longueur.

Par dérivation on est conduit à :

. - ~ V
€ - 2L

où V est la vitesse d'essai

Cette loi a été vérifiée exnérimentalement dans

une gamme étroite d'épaisseurs limitée par la faisabilité d'ex-

truder des profils d'épaisseurs variées.

Bien que les confirmations expérimentales ne

soient pas complètes nous utilisons cette loi pour exécuter des

essais à Ë constant quelle que soit l'épaisseur des éprouvettes

testées. Ceci permet de "caler" l'essai de perforation sur celui

de choc-traction.

3-6 - prévision de durabilité mécanique -

Compte tenu des résultats présentés, il est possi-

ble de proposer une démarche expérimentale d'évaluation de la

fragilisation des profils minces en PVC rigide:

. Exécuter des essais de perforation à vitesse de déformation
constante de 380 s-1 quelle que soit l'épaisseur du profilé.

. Suivre l'évolution en fonction du vieillissement de la tempé-

rature de fragilité TF ainsi repérée. -

. Par extrapolation définir la durée de vieillissement nécessaire
à situer TF à 23°C.
Cette durée est la durabilité mécanique du profilé testé.

--- --- --- -- - -
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4 - CONCLUSION -

Cette étude montre la faisabilité de la prévision

de la durabilité mécanique de profils minces en PVC rigide opa-

ques utilisés à l'extérieur.

Compte tenu de la faible dispersion des résultats

cette prévision peut se faire avec des échantillons vieillis

naturellement pendant 1 an et des essais de dégradation artifi-

cielle échelonnés sur quelques mois.

La simplification de l'appareillaqe actuellement

utilisé devrait permettre la généralisation de son emploi

d'autant que cette procédure semble applicable à beaucoup de

thermoplastiques opaques ou transparents.
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DEFINITION ET APPLICATIONS D'UNE.

LOI DE COMPORTEMENTA STRUCTURE HEREDITAIRE (+)

P. GUELIN, J. M. TERRIEZ, B. WACK

Institutde Mécanique de GRENOBLE

RESUME :

On procède à un bref rappel d'une proposition de schéma

thermomécanique à structure héréditaire et l'on donne, en matière

de solide anélastique, quelques illustrations des possibilités

descriptives de ce schéma..

ABSTRACT:

A thermomechanical pattern previously défined is briefly

recalled. This scheme is of hereditary form and demand the use of

the discrete memory concept.ln order to illustratethe descriptive

possibilities of the pattern, some results are given, which have

been obtained with solids exhibiting hysteresis and hardening.

1. INTRODUCTION

Capable de donner des solutions relativement précises de pro-

blèmes structuraux très variés, l'analyse limite a été, à juste titre, considé-

rée en son temps comme un outil élégant, facilement compréhensible et efficace.

Il le reste dans une large mesure. Et cette persistance n'est pas sans consé-

quences conceptuelles profondes.

Les succès de l'analyse limite ont en effet contribué à accré-

diter l'idée selon laquelle les concepts d'élasticité et de plasticité parfaite

devaient constituer la véritable base de toute schématisation bien fondée du

comportement des solides anélastiques réels. D'une part, cette idée, encore par-

fois affichée, resre largement utilisée: il est cependant reconnu peu commode

d'interprêter les observations grâce aux schémas raffinés construits à partir de

la théorie de plasticité parfaite.

(+) Communication au GroupeFrançaisde Rhéologiele 21 mai 1981.

---- --- --- -- ---
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D'autre part, l'analyse limite fait appel au concept de plasticité dans des si-

tuat~ons de chargements essentiellement monotones. Enfin, le concept de plasti-

cité est compatible avec l'usage de potentiels et suggère, par induction formelle

l'extension aux situations irréversibles complexes d~s principes, notions et sché-

mas classiques.

Mais à présent l'ingénieur s'intéresse à des problèmes souvent

caractérisés par la mise en jeu de sollicitations cycliques quelconque~ et d'é-

crouissages importants. D'une part, les sollicitations ~diques de service sont

généralement telles que la majeure partie des trajets réalisés durant la vie

des structures intéresse la zone de transition entre élasticité et plasticité.

D'autre part, les températures de service sont souvent assez élevées pour affec-

ter les caractéristiques mécaniques et compliquer la nature des effets d'écrouis-

sage.

Finalement, dans de telles conditions, la distinction entre

élasticité et plasticité, déjà conventionnelle, devient extrêment délicate. Le

fait est d'importance. D'une part, cette distinction est en pratique à la base

de la définition réputée opératoire dé l'écrouissage. D'autre part, la définition

des sources de chaleur volumique associées aux irréversibilités internes intrin-

sèques n'est obtenue immédiatement que dans le cas trivial du schéma de plasti-

cité parfaite.

Bien entendu, les questions qui viennent d'être évoquées

concernent spécialement la schématisation du comportement des métaux. Mais

d',autres analogues et également délicates, apparaissent en matière de continus

pulvérulents ou de polymer~solides.

Il parait donc utile d'analyser d'une façon approfondie les

schémas proposés pour décrire le comportement des solides anélastiques. Dans

une première partie on présente à ce sujet une série de remarques (§2) ; elles

sont suivies par des propositions concommittantes, faites à l'aide d'un schéma

héréditaire à mémoire discrète décrivant le comportement d'hystérésis pure(§3) ;

une description de l'écrouissage du corps réel est proposé (§4). Enfin, des il--

lustrations qualitatives et des applications à des problèmes anélastiques dyna-

miques sont données (§5).
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2. REMARQUES PRELIMINAIRES

2.1 - Considérons un essai de traction compression usuel d'une éprouvette

d'acier inoxydable durant lequel la déformation imposée, petite, oscille pério-

diquement entre deux valeurs imposées (~ESt~-I/E:z..)) avec une vitesse de l'or-
-3 -1 d" 1 , 'C c

dre de JO s . Dans ces con ~t~ons c ass~ques, ou Coof et c2. sont, par exem-

ple de l'ordre de 1 et 2% respectivement, on observe immédiatement que la ma~

jeure partie de la vie de l'éprouvette est caractérisée par la restauration pé-

riodique des propriétés mécaniques so~s la sollicitation périodique spécifiée.

Cette sorte "d'état d'équilibre" est représenté par un cycle d'hystérésis fixe

(répété par exemple 9 500 fois sur 10 000 cycles possibles avant rupture).

L1allure de ce cycle fixe ne suggère aucun schéma du genre élastoplastique

ni aucun phénomène d'écrouiss-age. Les seules représentations mentales suggérées

immédiatement s'Ont celles relevant de modèles symboliques constitués de ressorts

et de frotteurs.

2.2 - Cependant, il est bien connu que de tels modèles symboliques

unidimentionnels n'indiquent pas immédiatement la voie d'une schématisation

tensorielle unique et d'une thermomécanique bien fondée du continu irréver-

sible réel. Il arrive que çe fait soit exprimé brièvement en soulignant sim~

plement que la règle d'homothetie de MASING, qui vaut pour les modèles symboliques

simples, ne s'applique pas aux corps réeQs. Ces modèles sont-ils pour autant sans

intérêt sur le plan fondamental ? La'~2stion mérite une attention particulière

car il est bien connu, par exemple, que la règle de MASING s'avère d'autant

plus exacte qu'un trajet de sollicitation cyclique est plus longtemps appliqué:

songeons au comportement de l'acier à palier, tout à fait caractéristique à

cet égard.

2.3 - Une fois l'attention focalisée sur le fait expérimental crucial

que semble constituer la restauration périodique des propriétés sous sollici-

tation périodique, la règle de MASING et les modèles symboliques associés peuvent

bien être tenus pour fondamentalement heuristiques sous les hypothèses suivantes.

2,4 - On peut d'abord supposer que le comportement du solide anélasti-

que réel résulte de la superposition et de l'interaction d'un petit nombre

de phénomènes dissipatifs.

Ensuite, l'une des contributions dissipatives est spécialement

distinguée en ce sens que l'on suppose possible de la définir de telle sorte

que, sous trajets de sollicitation périodique, elle se trouve dotée des

propriétés de stricte restauration périodique suggérées par les modèles sym-

boliques (et par certaines phases de la vie des solides anélastiques réels).

- --- -- - ---
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Soit alors cp~ la dissipation intrinsèque restaurable, caracté-

ristique de cette contribution dissipative spéciale, dite "d'hystérésis pure".

Soit TTa la puissance réversible associée, que la suite devra définir. Si

'Pe note une contribution ou une somme de contributions dissipatives non

restaurables et si l're est supposé nul, alors:

et

1;)

4>: -Ji.-TI =
et> = cPo. + <Pe.
donc:

a- = <:Ta. + <Te

0-. :J) - ( na + 0 )

= ( cro. oZ) - T1 éZ.) + (0- e. ~ - 0)

Le graphe 0-( E..) d'un comportement réel ne respecte pas la règle de MASING

bien que celle-ci soit respectée pour l'une des contributions incorporée dans

le ~éma. Et il ne s'agit pas là d'un pur artifice car on sait bien que

souvent:

cp e. ~<. ~ a..

de sorte que l'essentiel du comportement réel est le comportement d'hystéré-

sis pure.

Reste à définir ~a. ' <Pe,.et leurs interactions. Rappelons inuné-

diatement que le schéma thermomécanique proposé pour cela est à mémoire dis-

~ète. Cette caractéristique singulière mérite un examen à la fois pour des

raisons de principe et pour les résonnances historiques et subjectives qu'elle

engendre toujours.

2.5 - Sur le plan des principes)le concept de mémoire a été en effet

tenu pour dénué de sens physique dans la mesure où il semble impliquer défi-

nitivement quelque action à distance instantanée.

Sur les plans historique et subjectif, les schémas physique-

ment bien fondés sont a priori envisagés conune réductibles à des systèmes

dynamiques classiques: l'usage du concept de mémoire doit donc être en pr~n-

cipe tenu pour un artifice provisoire reflétant l'imperfection du choix des

variables d'état.

Dans ces conditions, connnent est-il possible d'être conduit à

proposer un schéma à ce point éloigné du cadre doctrinal classique?

2.6 - Un premier élément de réponse est de nature simplement opératoire.

Il se distingue clairement à l'examen des résultats obtenus grâce aux schémas

classiques du comportement irréversible. Dans les années 60, les succès enre-

gistrés en matière de fluides ont favorisé le développement de l'idée suivant

laquelle le traitement des solides irréversibles ne devait pas poser de
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problèmes importants. Cependant, les tentatives réitérées ont rendu manifeste

qu'en matière de solides anélastiques réels, l'extension des schémas classiques

n'est ni techniquement simple, ni en principe évidente. Ainsi, par exemple, si

les schémas à variablês internes permettent probablement de décrire les charge-

ments monotones sans sifficultés techniques majeures, l'hystérésis pose en re-

vanche des problèmes d'une toute autre rumpleur. Les formes intégrales ont paru

un moment susceptibles d'aplanir les difficultés. Seul demeurait en apparence "

le "problème des petits cycles" (cycle ABC, figure 1).

NO
0""

:~
.
.

.
. GO

't,

Figure 1. Les trajets BCD et BC'D' exigent que soit gardée la mémoire de l'état

A le long de ABC et ABC' respectivement.

Mais, sur ce plan des principes, ce problème est identique à celui posé par une

très longue décharge. Dans les deux cas il faut se résoudre à adopter ou à reje-

ter le concept de mémoire discrète et ses deux conséquences immédiates pour la

structure de la schématisation: critère de charge-décharge et algorithme de

définition du processus de mémorisation.

2.7 - Un second élément de réponse concerne l'argument basé s~r l'impos-

sibilité des actions à distance instantanées. Cet argument perd de sa force si

l'observation fine du continu physique suggère que celui-ci peut être envisagé

comme support éventuel d'une trace -définitive ou temporaire- d'état antérieur,

tel que, par exemple, l'état de déplacement installé à la suite d'un glissement

avec frottement.
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Concevoir la matière elle~même comm~ support de mémoire renvo~e

aux questions évoquées en 2.5 et à la distiction entre fluides et solides sou-

li~née en 2.6 du seul point de vue des résultats opératoires.

Il faut en effet noter que l'élément de continu fluide peut très

souvent être considéré comme homogàne aux échelles conventionnelles alors que

les solides sont généralement hétérogènes à ces échelles (]O~m par exemple).

A première vue, une telle constatation n'est en rien contradictoire avec la

volonté d'assura;,un passage explicatif et prévisionnel allant du micro au

macroscopique. C'est même là semble-t-il une occasion exceptionnelle d'établir,

sur la base d'une liste exhaustive de variables d'état, une description con-

forme à la règle selon laquelle le macroscopique dérive du microscopique au

niveau duquel sont formulées les lois simpLes et véritablement fondamentales.

Cependant, en matière de processus microstructuraux, l'observa-

tion dévoile une diversité et une complexité tellesqu'il demeure impossible

d'entrevoir le terme opératoire d'analyses développées à plusieurs échelles.

D'autre part, dans le même temps, les mêmes observations n'incitent pas à

exclure l'existence d'une autre source de difficultés considérables: la struc-

ture fine du continu solide pourrait impliquer généralement l'existence de

phénomènes intrinsèquement irréversibles, du genre héréditaire, reflétés à

l'échelle macroscopique par des phénomènes tels que celui d'hystérésis.

2.8 - Retenir une telle éventualité n'est pas original. C'est adopter

jusqu'aux échelles fin es la distinction soulignée par GIBBS à propos de ces

deux catégories de "forces passives". GIBBS donne d'ailleurs pour chacune un

exemple typique: viscosité d'une part~ plasticité de l'autre. Une telle

distinction s'écarte du courant des schématisations "viscoplastiques" com-

modes. Mais l'adoption de la distinction de GIBBS entraine une conséquence

véritablement majeure: les phénomènes de frottement et d'hystérésis se

trouvent dotés d'un statut privilégié fondamentalement insensible aux chan-

gement d'échelles raisonnablement envisageables compte tenu des possibilités

de mesures. Dans ces conditions, il n'est pas possible d'exclure a priori

les schématisations héréditaires à mémoire discrète.

2.9 - Ajoutés aux besoins urgents engendrés par les projets techno-

logiques avancés, des éléments d'analyse tels que ceux envisagés ci-dessus,

peuvent conduire à l'adoption du point de vue de GIBBS. Telle est, suite à

d'autres tentatives (cf.1 à11)~ la ligne suivie pour proposer une défini-

tion de <Pa.(cf. ] 2 à 33 ) .



3. UNE PROPOSITION DE SCHEMA HEREDITAIRE A MEMOIRE DISCRETE : LE COMPORTEMENT

D'HYSTERESIS PURE (+).

3.1 - Le modèle symbolique envisagé est du genre infini, en parallèle.

Chaque élément est constitué d'un ressort et d'un frotteur disposés en série.

Le graphe a-(e.)du premier chargement monotone 0 A (Hg. 2) est tel que:
" "

(1) - C5 = ~ ~ 0

si i'(~) note la fonction définissant la raideur ~/(e) de... des éléments ayant

des seuils de déformation compris entre e. et e ,.r'de..On sait que des bran-

ches d'évolution telles que AbC et CdA se déduisept de DA par homothétie de

rapport:

(2) (..Ù ="!:2

si le chargement CdA est poursuivi au delà de A il emprunte le trajet Af qui

serait obtenu par simple chargement monotone DAf et non le trajet Ag, prolon-
Il " " ...",

gement de l'arc CdA. La branche CdAf est constituée de 2 arcs CdA et Af.
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'L

cr

G.

------

Figure 2. Le modèle symbolique. Le trajet A est prohibé.g

3.2 - Le concept de mémoire discrète peut s'introduire comme suit:

"l'état" A, appelé "état d'inversion", doit être mémorisé le long de AbCdA et

peut être effacé si le chargement est poursuivi le long de Af. Dans ce cas,

l'excursion AbCdA toute entière est oubliée.

i)

3.3 - Les deux propriétés fondamentales du modèle symbolique sont:

tous les trajets sont irréversibles

ii) il est toujours possible de ramener le système à son état initial grâce à

un processus de cyclage particulier appelé dans la suite cyclage fondamen-

tal (srand nombre de cycles symétriql.!esd'amp1it1Jd~ lentement déct"oi~~~n~e

et tendant :vers 0).

.2-
(+) Dans ce paragraphe ~ est noté (Y et on suppose: (E,) = 1.a.

~

E
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3.4 - Soit 6f.. l'amplitudedu cycle AbCdA. Lorsque C tend vers A, l'aire

du cycle est en O(A~~), de même que la chaleur dégagée, alors que la puissance

j1e... des efforts extérieurs est en O( A~). Ainsi le rapport -Q /.)1e.. du taux

de chaleur dégagé à la puissance 1e. est en O( 6.~). Il y a quasi-réversibilité

dans le voisinage à droite d'une inversion. On pose donc:

(3) lTa = OR.~

de sorte que~ est comme ~ une fonctionnelle constante par morceaux du

chargement imposé. Par exemple, le long de OAbCdAf :

DR = 0 ",P6 DA , CYA \f PG AbC,

DëVPECdA, 0 V Pé: At

(4)

"3.5 - On a :

<Pa. = - ~c: - Tl c2. q,.;z. ::; <) .= (0'""-OR ) .él) ~ C>

.

,.J... >..0 j
'-t'a. ---

..

Le critère de chargE:-décharge est: la contrainte de cauchy a-(t:r.) est d'in-

version si la variation virtuelle [W L de \IVL définie (pour l'instant par-

tiellement) par:

d..VJL= ci> d.ta..

est négative sur J tI:

(6) 0""( tJ:) = Ci S1

(5)

} tr.+ Jt J . On note:

~lAIt.. < 0 Vtt:. ] t"J: 1 t J: + J.t]

UR vaut O'i .e~à droite de tr. J

3.6 - Soit ~tL~M(.r.)} la sui te des cl<Pa
mémorisés en une 1nver-

J

sion l, atteinte mais non traversée. Si la traversée devient effective, le
1

trajet réel à droite de l est tel que:

(7) el cp ( l ) = min+ f d.<PM(.r)}

Par exemple, en A :

{d.q>M(M) =

ti<pCA+) =et

{ c1<p-11 d 4>2. / cL<p:d

eLcf>-1 < elcf:>? <: el</>2-

(5) (6) (7) :L'algorithme basé sur

(8) &- [ ~Wt..) i Wt..}1 C-O J {d CPM}J ? [ {O"i1 J {~1 ; OR 1 (,0 ]
détermine d'une part la suite{Oï:} des contraintes d'inversion et la suite

{~J des contraintes d'inversion encore mémorisées à l'instant actuel, d'au-

tre part la contrainte de référence ~t</rA. et le coefficient de MASING û..) de

l'instant actuel: comme OR ) Lù est une fonctionnelle constante par morceaux,

à valeurs] ou 2.
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3.7 -.La relation constitutive:

(9) 0-- OR = c..uS «(t. - ER~/ UJ ) }

Il
S ::Ço

ou une forme différentielle équivalente:

D (0- - o-p. ) = i (:JJ ) cr - CTR ) c..u)(10)

est déterminée par la définition des éléments du modèle symbolique ou bien

est supposée connue dans le cas d'un continu réel.

Il en est de même de l'énergie interne E(~).

Si un chargement est spécifié par ~(t) ou ~(~) (ou ~(~),

compte tenu de :<j"~0 ), alors ,Us termes ~(tJet PeC.:t) de la conservationqua-

si-statique:

(11 ) 0 = tj), 0
VI- + <.Je

sont connus.

Le schéma thermomécanique est formé par:

- la conservation(II)

- la relation constitutive (cf. (9) ou (la) )

- le critère de charge-décharge (6)

- l'algorithme &
- l'expression de 1lIGl

- la conservation de l'énergie

( ] 2)

.. G)
E. = Je + Q

l'équation équivalente à celle de GIBBS

( 13)

. .
E.::I +Tf

- la définition (4) de
'Pa:

(; ~ .

- k - TT)(14) ct>a,= - 5:-11

On note que la seconde forme de la conservation de l'énergie

(12) est:
l =

.
9 + <Pa

.
de sorte que la dissipative intrinsèque:

)h . .
~2. = - Q + l

--------
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apparait comme une somme de chaleur dégagée et de désordre créé.

.

Pour faire quelques remarques utiles au sujet du taux l d'énergie

dissipée autrement que sous forme de chaleur, on peut partir des 2 propriétés

fondamentales notées en 3.3.

.

D'une part, l'abscen,c-ede trajets réversibles explique que l ne

soit pas noté en (13) sous la forme entropique du genre r:..s .

D'autre part? la considération: d'une boucle (finie) partant de

et revenant à l'origine du graphe cr{~), puis d'un cyclage fondamental (infini),

permet d'aboutir soit à l'état: cr= ~:o/:r:>o, soit à l'état: lim cr= lim!.=hVl\I-::.o

Ce résultat, qui confirme le sens physique de l, est immédiat si l'on adopte

l'axiome de restauration suivant:

Le modèle symbolique doit être considéré comme un système ouvert

vis~à~vis d'une quantité de désordre l : à chaque inversion du sens de charge-

ment, le modèle reçoit un flux infini de néguentropie délivré durant un temps

infiniment court et compensant exactement la variation àI de l produite le

long de la branche précédent l'inversion considérée (cf. figure 3).

l

/]
/' 1

/' .

/'
/'

}--L.---

0
~
C
.

-
(':,.

Figure 3. Variation de l lors du cyclage fondamental.

En conséquence, la fonction d'aide VVL ' introduite en (5),

doit être spécifiée nulle à droite d'une inversion. Elle est définie continue

non décroissante par morceaux.
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3.8 ."..Pour le modèle symbolique, et quelque soit ,.(f..), on obtient,

par calcul direct et si: ~ = 0, W = 1 :

É =Eà-= r
- 5(

.=(]" Ol>"",' E.- 0-'

Le long des arcs de branches où w = 2, on obtient

On notera que la source de chaleur est: volumique, interne,

intrinsèque, de sort qu'elle correspond au terme 11Li dans l'écriture de con-
servation :

Ê. = '"'~ + ~iL+ 5l~e.+ 1l ee. ; ~If e d.V=f cr.;;[) cllr r{ ri .:LIT - r-;.1:.ls J re .Lv
J.t v v v hv v

ou encore au terme t"'t,. dans l'écriture locale:

f ole. = Lv- 0-: eX>+
.:lt-

('~
-+

+ (-div q) + ('e.

" "
Cette forme locale est souvent écrite a priori:

f ote = tr cr.J) +
olt;

0 . -+
)+ (-d~v q + Y'e .

de façon à laisser subsister seulement le terme intrinsèque ltr(cr.;D) qui incite

à la mise en dualité des forces et vitesses généralisées.

3.9 - Dans la suite, on utilise une définition différentielle (10) de la

relation constitutive (9). On peut dès à présent en noter la raison: le for-

malisne doit exprimer le concept de mémoire discr~te de la façon la plus

complète, c'est-à-dire en explicitant GPél et CY:OR mais aussi en tenant compte

du fait que OR est, commeIT, une fonctionnelle constante par morceaux.

E = i (0- + OR)..2
--1 .+ - (g - 2R) 0-. 2. .

-Q = (0-:-"'" t:1R ).1> .".. (.E .".. II.) 0-. 2..
r

= t (0- '"'OR,) 0lJ
+ :1. ( ""'.f p. ) (j""

2.
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4. LE SCHEMA DU CORPSREEL AVEC ECROUISSAGE

4.1 - ~~E~EE~~i~i~~_~~_i~~~E~S~i~~

dantes (CPv) et

On peut d'abord distinguer dnas q,e les contributions dépen-

indépendantes {~~)de la loi de temps de l'évolution:

4>e. = cPv + <P~
de sorte que:

<:Te.= o-v + "i

ou bien (cf. 3.9) :
j) c:re. ::: :DO; ...1) cr,..

Ces contributions de contrainte sont prises de la forme à mémoire continue

où -tv est une fonction tensorielle isotrope de ::?J, X la fonction de rel.;lxàtiJOn

H la fonction Heaviside, A une fonction scalaire dev

"l = J; cFa. cLt

La forme de cr~ est comparable à celle de crv .

Donnons enfin quelques indications au sujet de l'interaction.

Plusieurs moyens très simples ont été employés pour la réaliser. L'ingrédient

commun concerne des arguments tensoriels. Les variantes sont obtenues en jouant

sur des arguments scalaires.

L'interaction ("tensorielle") évoquée ci-c:dessusest réalisée

en supposant simplement que le tenseur cr (contrainte réelle) remplace les

contributions tensorielles de contraintes partielles (fictives) là où elles

apparaissent dans l'expression des taux de la forme différentielle:

j)(7""= .:D<a + D o;~ + D 0;\-+ + D ~tM + 'D ~ti

tendant (m) ou non (K) vers 0, de sorte que:

(15) Oë = (ev '"" "'" <:Tv H) -t- ( '\'h+ 0;H)

Par exemple:

(I6) o-v (t:)
=

.fv* 'X(t) + [Prv . -f-v] "* H(t-)
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4.2 - Commentaires------------

Rappelons que la contribution d'hystérésis pure est dénuée

d'écrouissage(par définition): elle possède les propriétés de restauration et

d'accomodation immédiate (cf. §3). Cette définition de l'abscence d'écrouis-

sage n'exige ni l'existence ni la distinction de l'élasticité et de la p1asti-

cité. Elle est une conséquence immédiate de l'axiome de restauration.

~ La décomposition(15) permet seulementde distinguerles divers

genres d1écrouissages possibles.

Une théorie bien fondée de l'écrouissage, qui ne semble pas

exister à ce jour, doit, en principe, être reliée à la connaissance détaillée

des processus microstructuraux)sources de dissipation et d'énergie interne.

Les grandes lignes du formalisme utilisé pour expliciter (15)

sont rappelés au paragraphe suivant. Il faut tenir cette proposition pour pro-

visoire au moins en ce qui concerne la définition des interactions "scalaires"

évoquées en 4.1. Il est même fort possible que les grandes lignes du formalisme

(16) proposé pour expliciter (15) s'évèrent inadéquates à la réalité. Notons

seulement une des propriétés adéquates de la proposition actuelle: les répon-

ses simulées en f1uage sont très sensibles aux modalités d'interactions (de

même le f1uage observé est sensible aux fluctuations de structure).

L'introduction de l'interaction n'est pas guidée par un mo1è1e

symbolique heuristique tel que celui utilisé pour définir l'hystérésis pure.

L'étude des modèles symboliques non décomposab1es au sens de PERSOZ peut éven-

tuellement combler en partie cette lacune. Il ne semble pas que des efforts

soient développés en ce sens. L'étude est techniquement difficile et risque

d'exiger, comme dans le cas décomposab1e, l'abandon du point de vue fondamen-

taliste.

Un critère de stabilité thermomécanique doit évidemment com-

pléter une pnoposition bien fondée de classement et de définition des écrouis-

sages.
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5. BREf RAPPEL D'ILLUSTRATIONS QUALITATrVES ET D'APPLICATIONS

5.,J -.::'Pour s:pécfner l'équivalent tens-()rie~ de la fonction consti,~

tutive d'hystérésis pure (10)1 on utilise une fonction tensorielle isotrope

simple de ~ 1 c:r""-OR et W ,homogène de degré ~J par rapport au temp~.

La décompogj:ion en parties isotrope et déviatoire est ainsi :,.
( 17)

s... = (30(0 + 0(-1 ) E -1

:D}T = 0(1 Q) + «-/i AM (cr",::cr~)

(E-1 =1N02> )

AM =Tr ( ( 0:- ~- ~ ). c0 ) .1

avec:

o{4 = "'", 0/" / (c.oYo)2

Les paramètres physiques sont 0(0 et t>(. (équivalents aux pa",",-

ramètres de LAME Â et Lf-) et Yo seuil de plasticité de MISES, jamais atteint.

Le comportement d'hystérésis pure peut alors être étudié en

cinématique irrotationnelle à directions principales fixes ou en cinémati-

que rotationnelle (de torsion). On indique sur la figure 4une illustration

du premier cas. Le trajet imposé est tel que la trace de contrainte est nulle

de sorte que E1 l'est aussi (cf. (17) ). Le graphe cyclique indique la corres--'l. -2.
pondance entre contrainte et glissement octoédriques (2/3 52. et 8 ~l. si

- 2. -r-.- - - 'L or. ~ - '3
2 S t. = lN'cr 0'" et 2 ~t. = \.N"G-E.. ).

(j

1 80E+"2

1 1 1 1 1 1111 Il lit -1 1 1 1 1 1 ,~ V
2 7\:'E-03 U

B

()2.

~/o3

"(1"
-18

0 \:'0E+e0
12'"z,E7'e0

Figure 4. Trajet cyclique dans le plan déviatoire contenant l'origine:

cas:Cf"~ ~ .



331

5.2 - Un schéma avec écrouissage en déformation (terme ~H de (15)

a été employé en vue de rendre compte des propriétés d'un acier inoxydable. On

indique sur la figure 5 une illustration en cinématique rotationnelle. Lors

d'une torsion~ imposéelentre deux valeurs angulaires, un tube mince, libre

axialement, s'allonge aixalement de façon irréversible. Le schéma est qualita-

tivement uniforme à des résultats expérimentaux qui demandent à être confirmés.

~.00E+0t

UAR LONG

-1.00E+01
-1.50É+è~

,

ËSSAI N 30

1. 60e:+0~

ANG CAL
INOX A316

k ("f~)

1 1,9

"'C'

~5

figure 5. Allongement axial (en micron) pour une base de 60 mm en fonction de

l'angle de torsion (en rad/m) et déformation axiale théorique. Cas:

cr = oa + ~H

5.3 - Pour spécifier, par exemple, l'écrouissage en vitesse de défor-

mation (cf. (15) et (16)),on pose:

fv Q») = [I-t-(1 - exp - (Ë~ /v2))] 2J

X (t)=

{
(exp. ( - t/~) - Ev). (1

0 'plt; > tc

. A = CSL e. ., v ,

- ê..v)-1 V tE [0, tc J

La figure 6 donne le résultat d'une simulation d'hésitation au fluage.
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e.

0-.Y.

~ '10.1

'1°. o-sO.~'l.

0 JI 2. 3 /:.(t..

Figure6. Simulation du phénomène

fT" = Oâ -+OV"" + o-y H

to=' - 1\'"(\" Lo~,ev .
5.4 - Le schéma d'hystérésis pure peut être mis en oeuvre dans un

d'hésitation au fluage. Cas:

Le temps caractéristique -to est tel que:

problème de propagation d'ondes. La figure 7 illustre cette application dans

le cas d'une barre encastrée à une extrémité et sollicitée par une brusque

mise en vitesse constante à l'autre extrémité. Après réflexion, la contrainte

tend à s'établir au niveau du seuil de pseudo-plasticité.

(J
(j

0
0 ~e,

.Y.

Figure 7. Propagation (aller et retour) d'une onde de compression.

Cas:0- = ~
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5.5 ~ Un schéma avec écrouissage en déformation (terme ~H de (15) )

a été employé pour étudier la réponse à un échelon de pression interne d'une

cuve mince axisymétrique encastrée le long d'une section droite de sa partie

cylindrique. La figure 8 indique~ en fonction du temps, l'évolution du

déplacement normal du coin de la cuve (de forme cylindro-sphéro~:toroïdale)

et la variation de la contrainte au sommet de la partie sphérique.

"",.' ()"

!
1\

'-< ~ 'le
l,

l

'.

"", l,::

i~

[d
lci'

r
f,

,

:;

""'"

"'" L

,-f, -'0-- "_0' ~-""'" -t.. ...". "",., ,..." """ ."", ""

"."..'1'-:',

\~

.,.h"'"

"""1,\

:~: t IJlNWAf\~~~tK,!"-,,,.\~-,.i'" ....
...OU

o.

Figure 8. Déplacement normal du coin de la cuve et contrainte méridienne au

sommet de la cuve. Cas: (:J"'.:: ~ + ~ H

6. REMARQUES EN GUISE DE CONCLUSION

L'exposé signale que la direction de recherche adoptée est

mmpatible avec la distinction fondamentale de Gibbs, (§2.9 ) [341 chap III,

[35] Tome l chap III). D'un autre côté, il est possible, on s'en doute bien,

d'établir des connexions entre la présente proposition héréditaire et d'autres

indications ou schémas suggérés périodiquement (cf. [36] à [44J ). Privés de

l'appui d'une thermodynamique associée, ces indications sont demeurées sans

capacités unificatrices notables et ces schémas sont restés sans vigueur parti-

culière face aux développements de théories classiques du solidè ân~lâ~tiqu~

dont la situation épistémologique relève encore largement de l'analyse de

Rivlin [45] .
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COMPORTEMENT AU CISAILLEMENT--------------------------------

DE L'ARGILE SURCONSOLIDEEET DRAINEE.----------------------------------------

J. MONNET.

Laboratoire de Géotechniquede l' LN. S.A. de LYON.

De nombreuses constructions sont entreprises sur des sites argileux

surconsolidés, aussi plusieurs chercheurs ont proposés des lois rhéologiques

pour ce type de sol afin de mieux cerner le comportement des ouvrages. La pre-

mière loi a apparaître a été celle de DUNCAN et al.(1970). Dans cette formula-

tion on assimule le sol à un solide pseudo-élastique dont le module de YOUNG

est une fonction hyperbolique de la contrainte. Puis il est apparu le modèle

de WONG et al.(1975), celui de PREVOST et al.(1977), PENDER (1978) ou SIMPSON

et al.(1979). Toutes ces lois ont une formulation différente et utilisent de

6 à II paramètres constants.

Nous présentons ici une loi à 5 paramètres. Nous sommes partis des

travaux de FRYDMAN et al.(1973) qui ont exprimé la valeur de l'énergie de dé-

formation au cours du cisaillement du milieu pulvérulent. MONNET (1977) et

MONNET, GIELLY (1979) ont développé cette formulation et l'utilisent dans un

programme de calcul par éléments finis.

Cette loi est caractérisée par un comportement élastique, pu~s une

phase d'écrouissage durcissant donnant une augmentation de volume du sol, enfin

--
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un palier de plasticité parfaite correspondant à la rupture. On constate que

les résultats donnés par ordinateur correspondent bien à l'expérience pour

l'essai triaxial.

Nous présentons ici une extention de cette loi au cas de l'argile

surconsolidée et drainée en symétrie de révolution. Nous utiliserons les essais

de BISHOP et al.(1965) réalisés sur l'argile de LONDRES, ceux de CHANDLER (1967),

PARRY (197Z) et BALASUBRAMANIAM et al.(1977) dans le but de vérifier les hypo- /

thèses retenues et de comparer les résultats du calcul à l'expérience triaKiale.

La convention de signe adoptée est celle de la résistance des ma-

tériaux: la contrainte est négative en compression.
\

~

Nous allons étudier successivement les trois phases successives du

comportement de l'argile..

A : COMPORTEMENT ELASTIgUE

Quand on cisaille le sol argileux sur une presse triaxiale

de révolution, il commence par diminue~ de volume. Cette phase de compor-

tement peut-être représentée par la théorie de l'élasticité. Il est alors

nécessaire de connaître le module de YOUNG et le coéfficient de Poisson du

sol.

B : COMPORTEMENT EN ECROUISSAGE

Pendant cette phase, le sol continue à résister au cisaillement,

mais il augmente de volume. Le seuil d'écrouissage, qui marque le début de ce

comportement, correspond au minimum de volume expérimental et au maximum de

pression intersticielle pour un essai non drainé. On note:

1 1 0 2. 2 2Goct = 3 (al + cr2 + cr3) ; toct = 3 (crI - GZ) + (aZ - a3) + (a3 - al)
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1)-~§fi~i~i~_~~_~~i!_~§S!~~~~~~g=~

Pour les sols pulvérulents, nous avons la relation due

à FRYDMAN et a1.(1973) : T
~=
croct

Un sol cohérent peut-être traité comme un sol pulvérulent

- tg ~~

mais soumis à une contrainte moyenne plus forte de
C
tg ~ (théorème des états

correspondants). Pour les sols cohérents,

Toct
C

tg ~

nous devrions avoir:

cr
oct

- tg ~~
(1)

D'où:
Toct

croct
ou encore:

= tg ~ (1-~ C )
tg ~ . croct

Toct C
19 (--) = 19 (tg ~ ) + 19 (1 - )

cr ~ tg ,k . cr
oct ~ oct

Le logarithme du frottement dans le plan octraédrique

est théoriquement une fonction linéaire de la variable 1 - t ~. crg oct

Nous utilisons des séries d'essais empruntés à la lit-

térature. Nous choisissons quatre essais de BISHOP a des contraintes relati-

vement faibles qui correspondent à un état surconsolidé des échantillons.

Le domaine des contraintes radiales est inférieur à 2000 KPa pour une pres-

sion de surconsolidation de 4000 KPa. Ils sont portés sur la figure 1.

Les trois essais de PARRY sur l'argile d'Oxford sont

portés sur la figure 2.

La figure 3 correspond aux essais de CHANDLER (1967) sur

de l'argile limoneuse drainée. Enfin la figure 4 correspond aux essais de

BALASUBRAMANIAM et al.(1977) sur l'argile de BANGKOK non drainée en compression.
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. 1

1 2 3 5 6 7 8 9 104

Log (1-[/ (Tg cDa () o~t) )

Figure J - Etude du seuil d'écrouissage
pour les essais BISHOP.
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.1

1 2 4 5 5 7 8 9 103

Log (1-[/ (Tg t1)Q V oct) )

Figure 2 - Etude du seuil d'écrouissage
pour les essais de PARRY.
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. 1

1 3 6 7 8 9 102 4 5

Log (1-[/ (Tg cPm () oct) )

Figure 3 - Etude du seuil d'écrouissage
pour les essais de CHANDLER.
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il.
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Figure 4 - Etude du seuil d'écrouissage
pour les essais de BALASUBRAMANIAM.
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Des droites de régressions ont pa. être calculée à deux reprises.

Nous observons (sur la figure 5) que la pente obtenue est proche de la pente

théorique 1. Les coefficients corrélation sont toujours supérieurs à 0,8.

Série d'essais Pente de la

droite

Coefficient de

corrélation

Intercept.
<I»J

Argile de LONDRES

Essai drainé de 1,039 0,958 -0,316 25,80

BISHOP

Argile de BANGKOK

essai non drainé

en compression

0,893 0,819 -0,364 23,30

Argile d'OXFORD

essai drainé de

PARRY.
1,000 -0,300 26,60

Figure 5 Etude des droites de régression.

Nous pouvons en conclure que la relation (1) est vérifiée par l'expé-

rience.

2)-~~~rzi~_~~-2~f2~!i~_E~~~2~!-1:~SE2~!~~2g~.

On admet que pendant l'écrouissage, il se produit des

déplacements dans le plan octaédrique, pour une valeur de frottement de <j>.
)J

Ces déplacements ne sont possibles que lorsque le seuil d'écrouissage est

dépassé et que l'adhérence due à la cohésion a été supprimée. La conservation

de l'énergie de cisaillement impose alors la relation

de:P
oct

- tg </> -
)J de: ,p

oct

qui a été démontrée par FRYDMAN et al.(1973) dans le cas du sable et qui reste

'oct-=
CYoct

(2)

valable compte tenu des hypothèses faites précédemment.
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Pour appliquer cette formule au calcul par éléments finis, nous

utiliserons le même développement que MONNET et al.(1979). Nous en déduisons

que la déformation plastique d'écrouissage est donnée par la relation:

{dEP} = dÀ {V}
T T

avec: {V} = {a, b, c}

a = (12/13). cos y + 1/13
(-r /0 t) + tg 4»

loct oc

b = (-1/16) . cos y + (1/12) . S1n y + 1/13
(T /0 ) + tg 4>
oct oct )l

c = (-1/16) . cos y - (1/12) . Hn y + 1/13
('oct/aoct) + tg 4»l

et tg Y =
13 (a - a..)2 3

2al - a2 - a3

La fonction de charge de l'écrouissage est alors:

avec K =

f(a, K) =, t
+ a

t (tgoc oc

dEPoct

dE'Poct

cP :t-K)
)l

et dEP = l (dEP+ dEP + dEP)oet 3 1 2 3

dE'P = l ~dEP - dEP)2 + (dEP - dEP)2 + (dEP - dEP)2oct 3 1 2 2 3 3 1
On applique alors la méthode des contraintes initiales pour cal-

culer la plasticité dans le programme d'éléments finis. On effectue le rééqui-

librage en calculant les variations de contraintes {ocr} telles que:

{oa}T = - dÀ {V}[E]

avec dÀ = f(a, K)

{V}T [E] {~} - {V}T { aK }
af

aa . -
a(OEP) aK

[ E ] est la matrice de la loi de HOOKE généralisée.

-~-- ----
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Figure 6 - Etude de l'écoulement plastique

pour les essais de BISHOP.
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Figure 7 - Etude de l'écoule-

ment plastique pour
les essais de PARRY.
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C : COMPORTEMENTAL' ETAT ULTIME

1)- ~QiE~~!i~~_~~-!!-~~É~~!io~_E!~~!!g~~-~~~~_!~_E!~~~~~Eig~.

Nous admettrons, de même que pendant l'écrouissage, que la

distortion plastique est colinéaire au cisaillement octaédrique(même hypothèse

que dans le cas du sable alors vérifiée).

2)-Qi~~!io~~~!~~~É~~!i~~_E!~~!ig~~-~~_!~~_~~~_EEi~fiE~~!~

Nous avons porté dans le repère (al' 12 . a3) .:hespoints

expérimentaux correspondants à la rupture des différents essais. Nous consta-

tons que tous les points sont alignés (figure 6 et 7) .et nous pouvons en déduire

l'angle de frottement de Mohr COULOMB(colonne 7 figure 8).



351

Nous avons également déssiné pour chacun d'eux le vecteur défor-

mation platique correspondant à la rupture. Nous constatons .sur les figures

6 et 7, que les vecteurs incrément de déformation platique ne sont pas per-

pendiculaires à la ligne continue correspondant à la rupture. Le matériau est

"non-standard". Partant de l'origine, on abaisse la perpendiculaire aux vec-

teurs incrément de déformation plastique. Nous obtenons une seconde série de

points dont les coordonnées sont portés en colonne 8 et 9 de la figure 8. Ces

nouveaux points sont alignés suivant la droite tireté , tracée sur les figure

6 et 7. Cette droite peut-être considérée comme le passage d'une surface de

charge de Mohn COULOMB dont l'angle~" (colonne 10 de la figure 8) est inférieur

à la valeur de ~ du frottement du sol à la rupture.

Dans la programmation, nous considérons qu'à l'état ultime, lorsque

le critère de Mohr COULOMB :

g(a) =
cr - cr. + sin Ha + cr. ) - 2.C.max m~n max ~n cos ~

devient positif ou nul, il se produit un écoulement plastique "non-standard"

{de:P}=

de:P
max

de:P .m~n

sin ~" + 1défini par

= dÀ sin </1" - 1 = dÀ [W]

de:P
moy

0

et dÀ = g (a)

[W]T [E] {~}aa

Les variations de contraintes sont calculées par:

{da}T =
- {de:P } T [E ]

où [E ] est la matrice de la loi de HOOKE généralisée. Nous appliquons alors la

méthode des contraintes initiales.



Figure 8 - Détermination de <1>
\..1

N
Il')
M

Cf' Cf' de:P de:P C <1> Cf" Cf" <1>" <1>-<1>"
<l>p

1 3 1 3 1 3
ESSAI KPa KPa % % .KPa degré KPa KPa degré degré degré

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Il 12

63 BISHOP - 225,6 - 2 - 0,3 0,235 - 130 - 78

76 BISHOP - 534,7 - 7I - 0,4 0,260 75 29,6° .:.. 290 - 222 7,2° 22,4° 25,8°

87 BISHOP
- 1380 - 380 - 0,5 0,330 - - 900 - 690

t PARRY - 292 - 70 - 0,91 0,565 - 185 - 138
-

2 PARRY - 478 - 140 - 0,91 0,530 22 29,5° .,.285 - 240 5,6° 23,9° 26,6°

3 PARRY - 704 -210 - 0,91 0,560 - 450 - 364
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Nous remarquons de même que MONNET et a1.(1979) sur les sols pu1-

véru1ents que l'écart ~ - ~" (colonne II de la figure 8) correspond au frottement

intergranu1aire (colonne 12 de la figure 8) défini précédemment quand nous avons

étudié le seuil d'écrouïssage.

Nous admettrons donc que la relation:

~ - ~" = ~~

est également vérifiée pour l'argile surconsolidée et drainée.

D : APPLICATIONS AUX CALCULS D' ESSAIS TR~CIAUX DE REVOLUTION

ET COMPARAISON AVEC LES RESULTATS EXPERIMENTAUX.

1)-~i.!.!~B~

Nous avons choisi de supprimer le frottement entre le sol

et les embases hautes et basses qui correspond à une lubrification de cette

partie. Les contraintes et les déformations sont alors homogènes et un maillage

très simple suffit pour le calcul. Il est représenté sur la figure 9. Le rapport

hauteur sur largeur est de 2. Le long du bord gauche qui représente un axe de.

symétrie de l'échantillon, les déplacement horizontaux sont nuls et les dépla-

cements verticaux sont libres. Le long du bord inférieurs, qui représente un

plan de symétrie, les déplacements verticaux sont nuls et les déplacements hori-

zontaux sont libres. On charge le modèle par l'intermédiaire de la tête de com-

pression que l'on voit à la partie supérieure du maillage.

2)-Ç~~i!_~~~_E~E~~~~E~~.

La loi de comportement demande la définition de 5 paramètres

seulement: module de YOUNG E, coéfficient de Poisson v, Cohésion C , angle de

frottementinterne~ , et angle de frottementintergranu1aire~~
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Figure 9 - Le maillage utilisé.
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2.1)-Définition du module de YOUNG.

Ondémontr~ que si p est la pente initiale de la courbe

déviateur (a} - a) en fonction de l'écrassement (El)
Â (a' - a' )1 3

ÂEl

Le module de YOUNG est donc déduit de la courbe expérimentale.

on a la relation:

E = p =

2.2)-Définition de coéfficient de POISSON.

On démontre également que si p est la pente initiale de la

courbe variation de volume (6 = Â~) l~ fonction de l'écrasement (El) on a :
Â (- )V

ÂE1

Le coéfficient de POISSON est lui aussi déduit de la courbe

1 - 2v = p =

expérimentale.

2.3)-Définition de la cohésion et de l'an~le de frottement interne.

Les deux termes sont les paramètres classiques de la rupture

selon le critère de Mohr COULOMB.

Figure la - Les paramètres utilisés.

E v C
ESSAI

KPa KPa degré degré

63 de BISHOP 8 000 0,01 55 '38,7 25,8

76 de BISHOP 19 000 0,12 105 27,5 25,8

87 de BISHOP 32 000 O,J6 105 27,5 25,8

74 de BISHOP 86 000 0,23 2oi 19,9 25,8

1 de PARRY 5 400 0,23 22 29,5 26,6

2 de PARRY 7 400 0,13 22 29,5 26,6

3 de P ARRY la 000 0,27 22 29,5 26,6
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2.4)-Définition de l'angle de frotteJl1ent intergral1ulaire;

Sa valeur a été trouvée deux fois tout d'abord dans la

figure 5 par l'intermédiaire du seuil d'écrouïssage, et ensuite dans la

figure 8, par le décalage angulaire de la déformation plastique à la rup-

ture. L'écart étant faible, nous choisissons la première détermination réa-

Usée.

On a finalement sur la figure 10, l'ensemble des paramètres utili-

sés pour tous les calculs éléments finis.

3) - ~al~~!_de~_~~~~i~_~~_~!~~Q~_~~E_!~~Egi!~_~~_bQ~g§~.

Nous avons représentés sur les figures Il à 14 les résultats

expérimentaux et théoriques correspondants aux expériences de BISHOP. Les cour-

bes tiretées sont les résultats expérimentaux, les courbes continues correspon-

dent aux~,résultats éléments finis.

On observe, pour les courbes déviateurs (cr'l~ crI3) en fonction

de l'écrasement ( El) une bonne coïncidenceentre expérience et calcul.

Les courbes de variation de volume (e ) en fonction de l'écra-

sement ( El) sont représentée en bas. La correspondance est bonne entre expé-

rience et calcul éléments finis. Seul l'essai 63 diverg~ quelque peu, mais il

correspond à une pression latérale de - 2kPa et la rupture expérimentale n'est

pas alignée sur la droite de Mohr COUL0~ obtenue par les autres essais.

4) - ~~~~i_~~-~~Y_~~E_!~~Egi!~_~~Q~Q~.

Nous avons représentée sur les figures 15 à 17 la comparaison

entre les résultats expérimentaux et ce que donne le calcul élément finis.

Nous observons une bonne coïncidence entre les résultats ex-

périmentaux et théoriques aussi bien pour les courbes déviateurs en fonction

de l'écrasement que pour les courbes variation de volume en fonction de l'écra-

sement.
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Figure 16 - Comparaison calcul e.t mesure pour
l'essai 2 de PARRY.
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D'une façon générale, que ce soit pour les essais de BISHOP ou de

PARRY, on observe que la partie "élastique" du comportement est très étendue

et en tous cas plus importante que pour le sable (MONNET, GIELLY - 1979).

Cette partie correspond à la phase de compression du matériau.

D'autre part, quand on arrive en écrouissage, on peut remarquer que

le gonflement du sol est d'autant plus rapide que la pression latérale est faible.

Ce phénomène expérimental est très bien représenté par la théorie proposée.

E CONCLUSION

La loi de comportement du sol pulvérulent présentée par

MONNET et al. (1979) a été étendue au cas de l'argile surconsolidée et drainée.

Moyennant des hypothèses simples concernant le seuil d'écrouissage et le com-

portement à l'équilibre limite, on a pu élaborer un programm~ de calcul par

éléments finis. La comparaison des résultats théoriques avec 7 essais triaxiaux

de révolution montre une bonne coincidence.

si l'on compare cette loi rhéologique avec les autres

lois actuellement connues on s'aperçoit qu'elle est plus simple puisqu'elle

utilise seulement 5 paramètres constants (E, v, C, ~, ~ ). Elle est d'autre~
part plus générale que la loi élastmplastique classique car elle tient compte

de l'écrouissage durcissant et de la plasticité parfaite "non-standard". Toutes

ces constatations permettent de valider le modèle proposé.
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RESUME
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368

INTRODUCTION

La Mécanique de la Rupture s'intéresse de plus en plus aux matériaux com-

posites et, parmi eux, le bois est sans doute encore le plus utilisé; on peut

le considérer comme un matériau essentiellement hétérogène, anisotrope, anélas-

tique, ces différents caractères étant plus ou moins accusés selon l'espèce et

l'état d'hygrométrie,

Nous avons effectué nos essais sur une variété utilisée en charpente: le

sap~n rouge du Nord (PINUS SYLVESTRIS L) à 12 % d'humidité; pour cette quali-

té et dans ces conditions, le bois est élastique non linéaire et doué d'isotro-

pie transverse,

Nous nous sommes d'autre part limités aux modes de rupture correspondant

à la propagation d'une fissure dirigée selon les fibres du bois, la charge étant

contenue soit dans le plan radial, perpendiculaire aux cernes de croissance du

bois, - configuration R,L. - , soit dans le plan tangentiel à ces mêmes cernes.

Configuration T.L. (Figure l ci-dessous),

~

plan RL plan TL

De fait, les résultats à la rupture dans ces deux configurations sont très

voisins, leurs bandes de dispersion se recouvrent, confirmant l'hypothèse

d'isotropie transverse; un tel résultat a été trouvé par SCHNIEWIND et

POZNIAK III sur du sapin de Douglas.
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1 - ASPECTS EXPERIMENTAUX

L'éprouvette utilisée est l'éprouvette D.C.B. (double cantilever beam)

déjà étudiée en mode l 121 et légèrement modifiée pour permettre le chargement

en mode mixte - Figure 2 -

~---

-- ~I
-=~ --- ~
~~=~-=~-~==--~ /

/8
-- -----------

w
a

1192

En raison de l'hétérogénéité du bois (bois de printemps alternant avec le

bois d'été), il est difficile de réaliser une bonne fissure, se propageant uni-

formément sur toute la largeur de l'éprouvette; de plus, la surface d'une fis-

sure n'est pas plane mais ondulée ce qui rend difficile l'adoption d'une théorie

fondée sur la dissipation d'énergie par unité de surface créée.

Dans cet ordre de raisonnement, SCHNIEWIND et POZNIAK 1]1 ont choisi comme

fissures initiales des fentes de séchage, ce qui les a amené à une très forte

dispersion des résultats expérimentaux, attribuée à l'importance des contraintes

résiduelles.

La méthode utilisée dans nos expériences consiste à créer, à partir d'une

fente usinée à la scie à ruban (largeur de ],5 mm) et par un chargement très

lent qu'on peut arrêter facilement, une fissure dans le bois: des comparaisons

expérimentales 121 ont montré, en mode l, que les complaisances sont identiques

pour des fentes et des fissures et que les charges de rupture sont sensiblement

plus fortes pour les fissures dont la longueur réelle est d'ailleurs très diffi-

cile ~ d~terminer.
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La charge critique à l'amorçage de la

d'un dépôt de peinture conductrice de part

de l'extrémité de la fissure 121 : dès que

superficielle, la courbe effort-déplacement

un circuit électrique convenable.

fissuration est détectée à l'aide

et d'autre de l'éprouvette autour

la fissure traverse cette couche

est marquée - Figure 3 - grâce à

u
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II - ESSAI DE DETERMINATIONDU TAUX DE LIBERATION D/ENERGIE CRI-

TIQUE GC -

Pc dC
Par définition Gc = - 2B'aa

où Pc est la charge de rupture,

B la largeur de l'éprouvette,

a la longueur de fissure,

c la complaisance de l'éprouvette;

à condition que l'hypothèse d'élasticité linéaire soit vérifiée 131 141 -

Or il faut noter sur la Figure 3 que les courbes effort-déplacement expé-

rimentales présentent des écarts importants par rapport à la linéarité; on

conçoit alors que la complaisance ne suffise pas à estimer l'énergie de rupture,

Cependant, on a calculé le taux de libération d'énergie critique en pre-

nant en compte la complaisanceà l'originede l'éprouvette; sur la Figure 4,

+. . . . . .. .++ . ..+ +
0

arnm
100

log'
150 ZOO Z50
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on a porté les valeurs de G en fonction de la longueur de fissure a et dec

l'angle S défini sur la Figure 2 - On constate que, en fonction de la longueur

de fissure et en mode I, G passe de 0,4 à 0,12 N/mm lorsque a croit de 80 àc

230 mm ; de m~me, l'évolution en fonction de S n'est pas significative.

Il faut cependant noter que, ayant par ailleurs effectué des essais sur

du pin maritime, dont l'élasticité est sensiblement linéaire, nous avons alors

constaté la constance approximative de G. en fonction de a (environ 0,40 N/mm).c

III - DETERMINATIONDU FACTEUR D'INTENSITE DE CONTRAINTE CRITIQUE

KIC ~

Le facteur d'intensité de contrainte critique, m~me s'il n'a pas le carac-

tère universel qu'on tend à lui pr~ter est tellement utilisé en mode l que les

critères de rupture élaborés en mode mixte le prennent comme valeur particulière

en mode 1.

Pour les matériaux anisotropes, supposés homogènes et élastiques linéaires,

on peut définir, comme pour les matériaux isotropes, des facteurs d'intensité de

contrainte; ceux-ci coïncident avec leurs expressions dans le cas isotrope pour

des fissures suivant les directions principales d'anisotropie 151.

Dans ce cas, la relation entre K et G devient, pour notre matériau bois,

isotrope transverse, tel que nous le sollicitons 161 :

rs1 2 R 2

G = -;:- (Kr + EL KII J

avec /5 ELL +-
~ ( ER 2GLR

.l2ELER

1
\1

J

~
LR en contrainte plane,

E*

1 TI
et - =

1

f'5

.
E*

/2ELER
E

1... \12
E .

EL LR

R

en dfe ormation pl ane,

2

r
ER \1 LR

2 2(1-
EL

EL (1-\1 RT)
+ ... \lLR2

2GLRl -\1 RT
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où
EL est le module dans le sens des fibres,

ET = ER est le module dans le sens des cernes ou dans le sens radial,

VLR ' VRT sont les coefficients de Poisson,

GLR est le module de cisaillement,

Expérimentalement on a trouvé;

EL voisin de 18000 N/mm2

ER (voisin de ET) voisin de 1000 N/mm2 ; le rapport ER/EL étant faible on

peut donc faire l'hypothèse que G est relié directement à KI2

et

Nous avons choisi d'utiliser une formule dérivée de celle de RIPLING 171,

modifiée pour notre chargement en mode mixte:

.K
c Pc sin B'(3,46 + 2r38 g) ; en mode l, cette formule est loin d'être

B HJ2 a

parfaite: semi empirique, elle convient bien, selon SRAWLEY 181, aux aciers et

alliages d'Aluminium. Par contre, pour le bois, la relation donnant la complai-

sance sur laquelle elle est fondée ne co!ncide pas du tout avec les courbes

expérimentales 121 de la complaisance en fonction de la longueur de fissure.

Elle a cependant été utilisée en l'absence d'autres formules théoriques

valables et surtout en raison de sa simplicité; la détermination de Pc est

faite d'autre part comme précédemment.

Ka= PVa/BH

1 lm i
f'

,
z
50

Kc

l

n -_n nn --um- __on --___n_n ---n___n___un___n___u
.

I.D
r--

v

ro

v
IX)
C")

[

40
Ll)
J)

__nun__u_n_n .:-__n__U-_n_- on _nn - -n: ----. -u -;_o.

30

Kc = 40" 4 N nu"'" MODE MIXTE 0 =45'
.SfNS"L
. SENS TL 4H = 100mm t~20

am",.
-------

50 100
"",

'~;G 200
fi 9 6



373

ta figure 5 donne une variation typique de Kc en fonction de la longueur

de fissure pour le mode mixte (6 = 45°) ; les courbes obtenues pour les autres

valeurs de 6 sont analogues, l'invariance de K par rapport à la longueur de

fissure tend à montrer d'une part que Kc apparait comme une ca~actéristique

intrinsèque, indépendante de a, pour le mode choisi et d'autre part que le po-

lynôme utilisé est vraisemblablement acceptable - ce qui n'est pas le cas, sans

doute pour a, voisin de 150 mm, c.a.d. pour les valeurs élevées de Kc calculées.

Pour 6 = 0, "en mode II'', l'éprouvette D.C.B. n'est plus utilisable et

nous avons employé une éprouvette dite de cisaillement compacte C.s. -, due à

CRISROLM et JONES 191 ; l'expression de Kllc proposée par ces auteurs est remar-

quablement simple:

Kc = Kllc = Pc ~ (Figure 6).

Cependant, même si les axes de chargement sont parfaitement ajustés, on

n'est pas sûr de ne pas avoir simultanément une composante de mode l ; la va-

leur alors trouvée pour Kc ne serait qu'une borne inférieur de Kllc -

A l'appui de cette idée, il faut noter que la rupture a lieu dans le sens

de la fissuration initiale, c.a.d. selon les fibres, alors que la plupart des

théories de la rupture en mode mixte 1101 (SIR; ERDOGAN. densité d'énergie,

EWING, MANDEL) prévoient une bifurcation voisine de 70° en mode II pur; il est

vrai que ces modèles n'ont pas, à notre connaissance, été testés sur du bois

mais sur des composites synthétiques et surtout sur des matériaux isotropes.

La Figure 7 montre la variation de Kc en fonction de l'angle 6 du charge-

ment; il est important de noter que, la fissure n'ayant jamais bifurqué, on

reste bien dans le domaine d'application de la Mécanique de la Rupture théori-

que (fissure restant semblable à elle-même lors de sa croissance). Les barres

d'écart portées pour chaque angle 6 correspondent à des valeurs de Kc obtenues

pour différentes longueurs de fissure et l'on peut encore constater la faible

dispersion à angle 6 donné.

L'observation macroscopique des surfaces de rupture n'a pas montré de

différences de faciès entre les essais en mode l pur et les essais en mode II

pur.
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IV - DETERMINATIONDE L'tNTEGRALE DE RICE CRITIQUE Jc

La définition de J donnée par Rice 111\, correspond mieux à un matériau

comme le bois que les paramètres précédents: en effet le matériau peut être

élastique non linéaire d'une part et d'autre part n'être homogène que dans la

direction de propagation.

De plus, la détermination de Jc ne nécessite pas la détermination préala-

ble d'un polyn6me de calibration, laquelle implique la connaissance des coeffi-

cients d'élasticité du matériau (connus avec une dispersion importante).

En mode mixte, en outre, aucune projection des forces et des déplacements

n'est à faire, il suffit d'évaluer des énergies potentielles.

Cependant, en l'absence de méthodes permettant de n'utiliser qu'une seule

éprouvette, comme avec les éprouvettes C.T. ou de flexion, nous avons dû utili-

ser une méthode analogue à celle des complaisances; on calcule en effet

J = - ~~ /0 où U est l'énergie potentielle emmagasinée dans l'éprouvette conte-

nant une fissure de longueur a. Ainsi, à partir de l'enregistrement des courbes

P ~ 0 (p : force; 0 : déplacement suivant la direction de la force P), on cal-

cule l'énergie U pour un déplacement 0 donné et différentes longueurs de fissu-

res ; la différenciation de la courbe U(a) à 0 constant, donnant la variation

d'énergie pour deux fissures de longueur a et a + ~a, donne le module de J ;

si le déplacement 0 correspond à l'amorçage de la fissuration, on obtient une

valeur approchée de Jc.

Sur la Figure 8, on a porté les valeurs de Jc en fonction de a pour diffé-

rents angles S : Jc est sensiblement indépendant de la longueur de fissure. Sur

la Figure 7, Jc est porté en fonction de S : on a indiqué la valeur moyenne de

Jc correspondant à chaque angle ainsi que les barres d'écart-type qui corres-

pondent à des fissures de longueur différente; la constance de Jc est assez

remarquable surtout pour les angles S égaux ou supérieurs à 30°. Pour S = 0, la

détermination de Jc avec l'éprouvette C.S., qui donne une valeur très vo~s~ne

des précédentes, ne correspond qu'à de grandes longueurs de fissure d'où une

dispersion paraissant faible.
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CONCLUSIONS

Nous avons effectué un travail expérimental pour appliquer les concepts de

la Mécanique de la Rupture en mode mixte au bois de charpente pour une fissura-

tion longitudinale, se propageant dans cette même direction.

Le taux de libération d'énergie G n'apparait pas comme une constante du

matériau: ceci est dû à sa définition fondée sur une élasticité linéaire des

matériaux.

Le facteur d'intensité de contrainte critique, bien qu'utilisant des hypo-

thèses relativement grossières et un polynôme de ca1ibration relativement som~

maire, est sensiblement constant lorsque la longueur de fissure varie ; K~ est

sensiblement constant pour S > 30° ; par contre Kc est nettement plus élevé en

mode II.

La détermination expérimentale de l'Intégrale de Rice critique, d'une dé-

termination plus longue mais simple, plus rigoureuse aussi dans son principe,

s'applique bien au matériau bois: Jc est sensiblement constant quel que soit le

mode (quel que soit S)et quelle que soit la longueur de la fissure et présente

d'autre part un faible écart type. Il s'agirait donc là d'un paramètre intrinsè-

que de la ténacité du bois dans les conditions envisagées.
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