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INTRODUCTION A LA JOURNEE DU 7 DECEMBRE 1978

R. COURTEL

Comme l'an dernier, le Groupe Français de Rhéologie a proposé
pour sujet de son colloque annuel l'étude d'un domaine où les aspects
mécanique et thermodynamique des phénomènes sont nécessairement
associés. L'irréversibilité de fait de la propagation d'une fissure
traduit l'intervention de processus physiques qui ne peuvent évoluer
que dans un seul sens, telle la déformation plastique. Le très grand
intér3t des lois quantitatives déduites de l'application de la théo-
rie de l'élasticité - où tout est réversible - ne doit pas faire
négliger cette limitation permanente.

Or la distinction entre les modèles réversibles et irréversibles
utilisés en rhéologie n'est pas toujours soulignée explicitement;
en mettant l'accent sur des lois de comportement local à caractère
biunivoque, on s'expose à oublier que le phéno.ène rhéologique dans
son ensemble est un puissant dissipateur d'énergie. Naturellement,
un tel risque est exclu quand on considère les lois d'évolution,
dépendant du temps.

Les rhéologues sont passés maîtres dans l'art de pratiquer,
sous ces divers éclairages, l'examen de leurs problèmes. Vous aurez
certainement l'occasion de vous en convaincre en suivant maintenant
les conférenciers qui vont aller de la mécanique linéaire de la
rupture, spécifique des corps fragiles, à la fissuration des pro-
pergols composites, en passant intermédiairement par les bétons
hydrauliques et le bois et par les problèmes d'adhésion de contact,
qui se rattachent formellement à ceux de rupture.

NDLR. Les conférences présentées à ce colloque sont réparties
dans deux numéros successifs (2 et 3) des Cahiers.
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MECANIQUEDE LA RUPTUREET LOIS DE COMPORTEMENT

D. FRANCOIS,Directeur du Département de Génie Mécanique de l'UTC

RESUME

Les champsde contrainte et de déformation à l'extrémité d'une fissure sont
décrits dans des solides élastiques linéaires et non linéaires, dans des solides
plastiques et dans des solides visqueux en utilisant des intégrales de contour,
en particulier l'intégrale de Rice. Dans certaines conditions ces champsde con-
traintes et de déformations sont fonction d'un seul paramètre dont la valeur
critique peut alors servir de critère de propagation de fissure.

ABSTRACT

Stress and strain fields at the tip of a crack are described in linear elas-
tic solids and non linear elastic solids, in plastic solids and in viscous solids
using contour integrals, particularly Rice's integral. Under restricted conditions
thesestress and strain fields are function of a unique parameter the critical va-
lue of which can then be used as a crack propagation criterium.

1. INTRODUCTION

Pour qu'une fissure se propage il faut que deux conditions soient remplies:
1. les contraintes et déformations au voisinage de l'extrémité doivent être suf-
fisantes pour déclencher les processus microscopiques de rupture; 2i le taux
d'énergie disponible dans la structure G doit être au moins égal à l'énergie de
rupture G . .

L'ét§t des contraintes et des déformations à l'extrémité d'une fissure et
la distribution d'énergie emmagasinée dans la structure et donc le taux d'énergie
disponible dépendent des lois de comportement des matériaux. Pour résoudre les
deux problèmes ci-dessus il faut de plus connaitre le critère de rupture micros-
copique, c'est-à-dire l'état des contraintes et des déformations locales néces-
saires pour déclencher les processus microscopiques de rupture.

Ces questions sont bien résolues pour un matériau complètement élastique (1)
les solutions trouvées dans ce cas, peu réalistes en raison des très fortes con-
centrations de contrainte à l'extrémité d'une fissure, peuvent être étendues au
cas où la zone qui est le siège de phénomènes non élastique est confinée, c'est-
à-dire de faibles dimensions par rapport à la longueur de la fissure et aux di-
mensions de la structure. Les choses se compliquent si cette zone s'étend jus-
qu'à enva~ir tout le ligament en tête de fissure, c'est-à-dire toute la section
restante. Beaucoup d'études ont été consacrées au cas de solides plastiques. Les
solides visqueux sont moins bien connus.
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Enfin les solides commeles céramiques ou le béton qui présentent un endom-
magement avec variation de volume et des lois de comportement complexes sont en-
core assez mal compris.

Nous nous limitons dans cet exposé aux problèmes plans (déformation plane,
contrainte plane ou mode antiplan).

2. SOLIDEELASTIQUE
2.1. Pour un solide élastique il est possible de définir un potentiel W. La

déformation Eij est donnée par:

et

E.. = aW/aE.'
lJ . lJ

f
Eij

W = crkl dEkl
0

Pour un solide élastique linéaire:

(1)

(2)

crij = Cijkl Ekl

où Cijkl sont les constantes d'élasticité et

(3)

W = (1/2) crij Eij (4)

Pour un solide élastique non linéaire on peut par exemple poser:

( )
-

)
I/n-l 1 . - -n

Eij = 3/2 (cr/cro Sijcro (c'est-à-dlre cr=crOE).. (5)

où cr est la c~ntrainte équivalente (a2 = (3/2)S'jS. .)et S'j le déviateur des con-
traintes, et E la déformation équivalente.: 1 lJ 1

8"2 = (2/3) EijEij

Alors: [ ] - lin - [ 1
- -

W = ni (n+1) (cr/~) cr = II (n+1) E .cr ... (6)

2.2. Rice (2) a défini une intégrale de contour J :

J =frWdx2- ti (aui/axl)ds . (7)
où r est un contour entourant l'extrémité de la fissure et parcouru dans le
sens direct, t. la contrainte appliquée sur le contour et u. le déplacement (on
suppose que le~ faces de la fissure ne sont pas chargées (f~gure 1).

Cette intégrale possède la propriété fondamentale d'être indépendante du
contour r. En effet, considérons (figure 2) deux contours rI et r2' r2 étant
parcouru dans le sens négatif. Nous avons:

JI =f r Wdx2 - ti (au/axl) ds

J2 = ir Wdx2 - ti (aui/axl) ds
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Figure I Fi g'ure 2

Commeles lèvres de la fissure ne sont pas chargées

f Wdx2 - ti (aui/axI)ds = JI - J2
AIBIB2A2

Nous pouvons transformer 1 1 intégrale de contour en une intégrale de surface
à l'aide du théorème de Green et du théorème des travaux virtuels.

f Wdx2 - ti (au;laxI)ds = f (aw/axI - crij aE:i/axI)ds (8)
AIBIB2A2 S

Commeaw/ax, d'après la formule (2) est égal à cr.. aE:../axI cette intégrale
est nulle et donc JI = J2' lJ lJ

2.3. Le choix du contour r permet maintenant d'établir des relations entre les
champs de contraintes et de déformations au voisinage de l'extrémité de la fis-
sure et loin de celle-ci.

Choisissons commecontour un cercle de rayon R petit. Nous développons cr..
et u. en puissances croissantes de r. Au voisinage de l'extrémité nous ne re-1J
teno~s que le premier terme.

cr.. = rP.A..(8)lJ lJ
(9)

u. = rq B. (8)1 1
Alors:

E:ij= (1/2)(au;laxj - aUj/axi) = rq-I Cij (8) (10)
et

E:. .
lJ

f p+q-l
W = crkl dE:kl = r f (8)

a
(11)
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Le calcul de J donne sur le cercle de rayon r petit

J
+1T

J = i rlW cos 8 - [(ail (aul/axl)cos 8 + a12 (aul/ax1)sin 8 + a12 (au2/ax1)cos 8
-1T

+ a22 (au2/ax1) sin 8]} d8

= rp+q g (8)
CommeJ doit être
Donc au voisinage

varie commel/r.
On peut poser:

.. ... (12)

indépendant de r il faut que p + q = O.
de l'extrémité de la fissure l'énergie de déformation W

W = (J/r) W (8)

Si la loi de comportement du matériau est telle que

(13)

- n l/n-1
a = a (E:) E:.. = (3/2) (a/a) S. ./a0 lJ 0 lJ 0

cr et Ë étant la contrainte et la déh~rmation équivalentes.
CommeWest proportionnel à Ë ,on en déduit:

(5)

E:.. = (J/a r)I/(n+l) E.. (8)lJ 0 lJ (14)

aij =ao (J/aor)I/(n+l) rij (8)

et

u. = (Jr/a )n/(n+l) U. (8)1 0 1

Si-172matériau est élastique linéaire on retrouve la singularité de contrain-te en r .
Rice et Rosengren ainsi que Hutchinson ont calculé les fonctions E. .(8),lJ

2:..(8), U.(8), (3,4).
lJ Le r~sultat remarquable est que les champs de contraintes et de déformation

au voisinage de l'extrémité d'une fissure quelconque ne sont fonction que d'un
seul paramètre: J.

2.4. Il est physiquement impossible que l'énergie de déformation augmente indéfi-
niment au voisinage de l'extrémité de la fissure. Dans cette région le calcul
fait en supposant les déformations petites n'est pas valable. La déformation é-
mousse l'extrémité de la fissure et des endommagements de diverses sortes appa-
raissent. Il existe donc une zone perturbée où se produisent des phénomènes non
reversibles. Néanmoins si ses dimensions sont assez petites, les résultats précé-
dents restent convenables à l'extérieur de cette zone. Il faut pour cela que
J/a ne soit pas trop grand. Les règles pratiques de l'ASTM reviennent à exiger
uneodimension de ligament au moins égale à 25 fois la taille de la zone perturbée.
Mêmesi alors les champs de contraintes et de déformations sont inconnus à l'in-
térieur de cette zone le chargement de sa frontière extérieure n'est fonction que
de J. C'est l'approximation de la zone perturbée confinée, (small scale yielding
approximation).

2.5. Dans un solide élastique linéaire l'intégration des équations de l'équilibre
en se limitant au premier terme du développementen puissances de r donne les
formules bi en connues;
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°ij - (K112vr) fij (9) + ... (15)

en mode1 d'ouverture de fissure, par exemple. KI est le facteur d'intensité decontrainte.
L'intégration de J sur un cercle de rayon petit conduit alors aux relations:

J = KI2 (1 - v2)/E en déformation plane

J = KI2/E en contrainte plane
où E est le modijle d'Young
et v le coefficient de Poisson

J est alors égal au taux de restitution d'énergie G = -dr/da (ou force d'ex-
tension de fissure) P est l'énergie potentielle et a la longueur de la fissure.

Dans un solide élastique non linéaire, on peut démontrer que J est égal au
taux de restitution d'énergie (1, 2).

. . ... (16)

J = - dr/da (17)

Ainsi avec un tel matériau, si la zone perturbée est confinée, il est pos-
sible de caractériser les champsde contraintes et de déformations en tête de
fissure a l'aide du seul paramètre J, égal au taux de restitution d'énergie, me-
surable par exemple par la méthode de la compliance (5). Cette méthode consiste
a comparer les énergies potentielles Pl' P? ... P. du solide étudié comportant
des fissures de longueurs différentes al' Q2 ... !i'
2.6. Si dans ces solides la rupture survient pour une valeur critique of de la
contrainte locale (ou de la déformation, ou de l'énergie) d'après la formule
(17) une fissure se propage pour une valeur critique de J

Jc = °oP (0"*/0 )(n+1)/n0 (18)

où p est une distance caractéristique, fonction de la structure du matériau. Il
faut en effet pour qwe la rupture survienne que la contrainte atteigne localement
sa valeur critique ° sur une distance suffisante en relation par exemple avec
la tai~e du grain, ou la distance entre inclusions, ou la distance entre granu-lats etc...

Dansun matériau élastique linéaire

2 2 2 ~2
JC = GC = KIC (1 - v )/E ~1 - v ) ° /E . (19)

Il est alors indifférent d'exprimer le critère de rupture en terme de J,
de G ou de K.

La formule (14) indique également que l'écartement de fissure ô = 2u2 peut
être reliée aux critères de rupture précédents.

D'une façon générale:

J=moOIS (20)
00 m est un facteur géométrique. D~après la formule (14) pour que m soit indépen-
dant du coefficient de consolidation n il/~audrait mesurer ô a une distance de
l'extrémité de la fissure égale a (J/o )0

3. SOLIDE PLASTIQUE
~a5tique obéit à une 10; de comportementdifférentielle
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de:~. = (ô f / ôa. .) dl.lJ lJ (21)

L'énergie de déformation Wn'est pas seulement fonction des déformations ac-
tuelles mais aussi de toute leur évolution antérieure. West alors fonction expli-
cite de x et il n'est pas prouvé que l'intégrale (8) est nulle.

Pourtant si les trajets de chargement son radiaux et monotones, l'équation
(21) peut être intégrée

p - 1/n-1
e:.. = (3/2) (a/a) S. ./alJ 0 lJ 0

..... (22)

et le comportement du solide plastique ne se distingue pas de celui du solide
élastique non linéaire, (formule 5).

On retrouve alors les propriétés d'indépendance de J par rapport au contour
d'intégration et une distribution de contraintes et de déformations dans la zone
plastique proche de l'extrémité donnée par les formules (14). Mais ces résultats
supposent des trajets de chargement radiaux au voisinage de , 'extrémité de la
fissure. Pour vérifier si cette hypothèse est bonne divers auteurs (6,7) ont
calculé les champs de contraintes et de déformàtions au voisinage de l'extrémi-
té d'une fissure par des méthodes numériques en utilisant la théorie différen-
tielle de la plasticité. En général il est effectivement bien vérifié que J est
indépendant du contour d'intégration. Mais il faut insister sur de larges incer-
titudes qui subsistent quand la plasticité a envahi tout le ligament: suivant
la géométrie du système la contrainte a 1 peut être très différente et le plus
ou moins grand taux de confinement ainst obtenu peut masquer totalement la va-
riation prédite par le premier terme du développement en puissance de r. Ainsi
la présence de frontières proches de l'extrémité de la fissure et celle de char-
gements biaxiaux posent des questions qui ne sont pas clairement résolues.

Une autre difficulté dans les corps plastiques est qu'il n'est plus possi-
ble de démontrer commepour les corps élastiques que J = - dP/da, le taux de
restitution d'énergie. En effet, l'énergie du système est pour ces corps fonction
du chemin parcouru et la variation d'énergie potentielle quand la fissure se pro-
page d'une petite quantité ôa n'est pas forcément égale à la différence des éner-
gies potentielles de deux solides dont l'un possède une fissure de longueur a et
l'autre une fissure de longueur a + ôa.

En dépit de ces difficultés d'ordre théorique, beaucoup d'expériences ont été
faites sur des corps plastiques pour voir si la valeur critique de J pouvait cons-
tituer un critère de rupture. Les résultats sont probants, au moins quand la rup-

ture se fait par clivages. Alors Je mesuré sur des éprouvettes de faibles dimen-
sions, dans le domaine plastique, donne la mêmevaleur que Ge mesuré sur des é-
prouvettes de grandes dimensions en plasticité confinée (5).

Un autre paramètre proposé est l'écartement critique de fissure ôc' Il est
relié à Jr par une formule analogue à la formule (20). Mais le facteur m est fonc-
tion de la géométrie de la pièce (il vaut par exemple 2 pour une éprouvette de
flexion 3 points).

4. SOLIDEVISQUEUX
4.1. Si le solide visqueux obéit à une loi de comportement de type Norton

e:.. = HI/ôa..
l J l J ~= (S..S.. )

m
l J l J (23)

où e:.. est la vitesse de déformation, Bui propose alors une intégrale indépendante
du c6rltour

i =
J - ~dx2 + u. nk(ôa'k/ax1) dsr J J

(24)
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Un raisonnement analogue à celui fait plus haut montre que Q varie commel/r
près de l'extrémité de la fissure.

~

Q = (- I/r) ~J (8) t... (25)

Il en résulte que

. 1/2mcr..=(-I/r) E..(8)+...lJ lJ (26)

. 1-1/2m.
8"= (-I/r) E..(8)+...lJ lJ

. . 1-1/2m .
Ui = (- Ir) Ui (8) + ...

Par ailleurs 1 est un taux d'énergie complémentaire (plus exactement de
puissance complémentaire) mesurable par des méthodes de complaisance.

<X.,.

F~gure 3

4.2. L'exemple simple (figure 3) de la bande de grande largeur aux bords de la-
quelle est imposée,une vitesse de déplacement ü?, permet d'illustrer cette théo-
rie. Le calcul de 1 sur un contour suivant les nords de l'éprouvettes donne:

.
1 = - Q h (27)

comme 2 m .. m 2m-l
Q = [(3/2) cr22 J et que 822 = u2/h = (3/2) 2m(cr22) ... (28)

i = - (2/3)1/(2m-l) (1/2m)2m/(2m-l)(~2)2m/(2m-l) (h)-1/(2m-l).. (29)

et
crij ex (~2/h)1/(2m-l) (1/rh)1/2m

8 ex ~2 h- 1/2m r(2m-l)/2m

(30)

et (31)

La vitesse d'écartement de fissure est proportionnelle à la vitesse de dé-
placement des bords de l'éprouvette.

1

t f f t t if' .. CA.L

1 ...

JC.,

,

-I.A.,
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.
4.3. l serait donc un paramètre qui pourrait caractériser la rupture. La vitesse
de fissuration à~serait reliée à t. Si par exemple la capacité de déformation dumatériau était €

f
tr. ~

0 € i j dt = € . (32)

la vitesse de propaiation de la fissure serait telle que la déformation en un
point atteindrait € quand l'extrémité de la fissure ne serait plus qu'à une dis-
tance p de ce point, p étant fonction du matériau. L'intégration de l'équation
(26) donne alors:

€~ =
1 p (- I/r) 1-1/2m Ë.. (8) dr/a

00 1J
.. ... (33)

soit

aq (- I)1-1/2m p 1/2m / €~ .. ... (34)

Dans l'exemple précédent on aurait:

~ q U/(hp)1/2m €~ . (35)

4.4. Certains auteurs utilisent un paramètre C~ (9,10, Il, 16). Ils se fondent
sur l'analogue élastique du problème de fluage stationnaire (12). Dans un tel pro-
blème la solution est donnée par celle du problème pour un corps élastique non li-
néaire en remplaçant les déplacements et les déformations par les vitesses de
déplacements et de déformations. Les équations (14) donnent pour le corps visqueux
de loi

-
(

-=-

)
n

cr = ao € . (36)

a.. = a (C~/ r )1/(rlt1)
lJ o.ao. E..(8 ) +1J . . . .

€.. = (C~/a r ) n/(n+1)
lJ 0

(37)

E.. (8) +...lJ

u. = (C~ r/a )n/(n+1) Ü. (8)1 0 1
+ ...

avec

C~ = - dP~/da (38)

p~ étant l'analogue de l'énergie potentielle en remplaçant les déplacements par
les vitesses d~ déplacement. .

En fait C est égal à - l bien que le principe de calcul soit différent (no-
ter que 2m = (n+1)/n.

4.5. Enfin Shapery (13, 14, 15) a proposé une théorie pour les corps visqueux non
linéaires dans le cas où la zone visqueuse est confinée dans un matériau élasti-
que. Il aboutit à une vitesse de propagation de fissure ~ui est fonction du fac-
teur d'intensité de contraintes (c'est-à-dire de J) et l'exposant de la loi de
fl uage n1

a q K 2 ( 1+1/ ni)
l .. ... (39)
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1

où ni est l'exposant de la loi D(t) = Dltn où D est la complaisance en fluage.

5. CONCLUSION
Dans les solides élastiques linéaires ou non linéaires et les solides vis-

queux en fluage stationnaire les champs de contraintes et de déformations à l'ex-
trémité d'une fissure sont fonction d'un seul paramètre, le taux de restitution
d'énergie (ou de puissance) potentielle. Une valeur critique de ce paramètre peut
alors être utilisée commecritère de propagation de fissure. Ce résultat peut être
étendu aux cas où la zone perturbée en tête de fissure de petites dimensions res-
te confinée. Il semble encore possible dans des situations de plasticité étendue
de ramener le problème à un problème d'élasticité non linéaire et d'étendre donc
les résu\tats précédents à ce cas.
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Il donne selon les auteurs des résultats satisfaisants avec les aciers. Par con-

tre nous avons trouvé des écarts trop importants avec le bois.

Ainsi a sera déterminé à partir des complaisances expérimentales et de la

formule [u]?

<5 8 a,3

E*B H3
[1 + H2 ]

a,2

- ~

P

* .
1avec E = E en contra1ntes panes.

E

J _. V2
en déformation planes

E, module d'Young,

V, coefficient de Poisson.

Si nous supposons que le module E*est inconnu dans la direction du charge-

ment, il est possible de déterminer a et E~simultanément en utilisant deux lon-

gueurs de fissures. a

S/P
lô2mm/N Figure Il Kif Figure 12

100

"'E

"-
III

..AI
:1
0 ,

200

a J
~ ~ ~ J/~

çomparaison de K et J dans le domaine
élastique (Longueurs de fissures entre

parentheses).

50

Complaisance fonction de la longueur de
fissure.

Points expérimentaux.

a = 80 mm ; E = 1,5 .0

100 150 200 mm

Courbe théorique

103 N/mm2

La figure Il permet de voir le bon accord des complaisances expérimentales
et théoriques ajustées. Les valeurs de E*obtenues sur toutes les éprouvettes sont
voisines des modules trouvés en flexion 3 points.

K2

On démontre, en élasticité que G = J(ou V) = _1-
E

La figure 12 montre la coincidencede V et K~ /
gueurs de fissure. Néanmoins V est en général un peu

en mode 1.

E pour les différentes lon-
supérieur (la %).
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VcJ/m2
400-

Figure 13

Dl
50 75 100 125

Valeurs expérimentales de Vc
de la longueur de fissure et

éprouvettes.

a

300

0100

100

ISO m

en fonction
diff érentes

4.2. Détermination de V
c

Nous avons appliqué la méthode des compJamances avec les valeurs du dépla-

cement qui a entraîné l'amorçage de la propagation de la fissure concerné. Sur la

figure 13, les valeurs de V obtenues sur 7 éprouvettes ont été portées en
fonction des longueurs de fis~ure (0,2 < a/w < 0,5).

Les longueurs de fissures les plus grandes qui ont été effectivement amor-

cées n'ont pas été utilisées pour le calcul: la dérivation graphique devient

trop imprécise si la courbe (D,a) à déplacement constant est tracée avec trop

peu de points.

On peut constater que les valeurs de V sont assez proches:

V = (310; 50) Joules/mm2. Cet écart ae J5 % peut être considéré comme

excell~nt compte tenu du matériau étudié. Si l'on considère une seule éprouvette,
il est, en général, plus faible.

Ainsi, pour les longueurs de fissure différentes utilisées, on trouve que

V est sensiblement constant. V peut ainsi constituer un critère d'amorçage àc.. c
la f1.ssurat1.on.

4.3. Détermination de K
c

En utilisant l'expression de K donnée plus haut et en effectuant la correc-

tion de longueur a , nous avons essayé plusieurs critères de définition de la
. . o.

charge cr1.t1.que, SO1.t P .
. Soit en uti1isan~ une méthode dérivée de la norme AFNOR ou ASTM appliquée

aux aciers [15J. C'est la méthode utilisée par I)J. Elle consiste à partir d'une
courbe P, ouverture de fissure (COD). On choisit alors l'intersection de la

courbe (P, COD) et de la droite de pente inférieure à 5 % à la pente de la zone

linéaire de la courbe (P, COD) comme valeur de P critique, soit PN cette valeur
et ~ la détermination de K correspondante.

. Soit en utilisant le maximum de la courbe (P, COD). Soient PM et ~ les
valeurs correspondantes.

. Soit en utilisant la force à l'amorçage, soit PA déterminée par le sys-

tème électrique. KA est la valeur correspondante.
Ces courbes sont toutes portées figure 14. Quelle que soit la méthode de

détermination de Ko' on constate ou 'il y a recouvrement des résultats. La

moyenne est voisin~ de 60 N mm-3/2. Mais de plus KQ varie avec la profondeur
de fissuredès que a/w > 0,4.

KQN/mmJll Figure 14

11 1t x * ** 1t. . : .. x. x
601 : . \ »

.x
t.. . **

401

201
.1\,

xkm

.k a. '" ..0 50 100 ISO 200 mm

Valeur expérimentale du facteur d'in-

tensité de contrainte critique
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Dans tous les cas on a vérifié le critère classique:

KQ2

~2

60 N nnn - 3/2

a ou B > 2,5

En prenant KQ ~
ce qui est largement respecté. Il ne
importante. Pour cette valeur de a/w
d'extrêmité.

et Gy ~ 20 ~mm2 on a, a ou B > 20 unD,

s'agit donc pas d'une zone plastique trop
nous ne pensons pas non plus à un effet

CONCLUSION.

Nous nous sonnnes attachés, pour un modèle d'exprouvette DCB à déterminer
les facteurs d'intensité de contrainte K et les valeurs expérimentales de

l'intégrale de Rice V ainsi que leurs valeurs critiques.
Dans le domaine linéaire élastique, on a trouvé que les valeurs de K pour-

raient être déterminées à l'aide de la formule élastique corrigée. La variation

de complaisance en fonction de la longueur de fissure calculée à l'aide de cette
correction coincide avec la courbe expérimentale pour toutes les longueurs envi-

sagées.

On a montré qu'une relation linéaire entre V et K2/E existait bien dans ce
domaine.

Dans le domaine élastique plastique, les valeurs de K trouvées en utili-

sant divers critères de propagation ne semblent pas très s~gnificatives : KQ
varie avec la profondeur de la fissure et ne doit pas @tre identifié à K, .

Par contre, les valeurs de V trouvées par la méthode des complaisanges
ne montrent pas de variation par ?apport a la longueur de fissure.

Ainsi V pourrait constituer une caractéristique intrin~èque du matériau

et le procéd~ que nous avons développé une méthode pour la déterminer.
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CRITERES DE RUPTURE EN CONDITIONS POLYMODALES (MODE 1+11) (+)

P. JODIN et G. PLUVINAGE (++)

RESIDŒ

Dans cet article, on passe en revue les principaux critères de propagation
d'une. fissure sollicitée en modes l et II. On analyse successivement les critères

dits statiques et les critères dits énergétiques. L'étude des résultats expéri-

mentaux publiés par différents auteurs et de nos propres résultats montre que la
distinction entre les différents critères est délicate.

ABSTRACT

The most important criteria related to the propagation of a crack subjected
to a mode l and II loading are reviewed in this paper.Static and energetic crite-

ria are successively ana1ysed. From the study of pub1ished experimenta1 resu1ts and
of our own resu1ts, it is shown that discrimination between these criteria is diffi-
cu1t.

1. INTRODUCTION

Si la majeure partie des études de la mécanique de la rupture porte sur une
fissure sollicitée en mode l, c'est à dire par ouverture des lèvres de la fissure,

les situations rencontrées réellement en construction mécanique sont souvent plus

complexes.Autrement dit, il peut arriver assez fréquemment que la fissure ne soit
pas seulement sollicitée en mode l, mais en mode l + II, c'est à dire par ouvertu~

re des lèvres de la fissure et par glissement droit des lèvres l'une sur l'autre,
ou encore en mode l + III, c'est à dire en superposant à l'ouverture un glissement
vis, ou même en mode l + II + III.

Il est donc légitime de se demander comment vont être mo~ifiés les critères

habituels de propagation en mode 1. La charge de propagation sera-t-elle modifiée?
La direction de propagation sera-t-elle toujours celle du plan de la fissure?

De nombreux auteurs se sont penchés sur ce problème suivant quatre approches
différentes:

- une approche dite statique qui repose sur l'analyse des contraintes au voi-
sinage du fond de fissure avant rupture.

(+) Communication au Groupe Français de Rhéologie, le 7 décembre 1978.

(++) Laboratoire de Fiabilité Mécanique - Université de METZ
lIe du Saulcy - 57000 METZ

--
--- - --- --- ---
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- une approche
- une approche

après propagation.

-'une approche

propagation.

cinématique portant sur la déformation maximum.
portant sur l'état final, c'est à dire la configuration obtenue

énergétique reposant sur un bilan énergétique au moment de la

2. CRITERES DE PROPAGATION

Le tableau de la page suivante /1/ présente l'ensemble des critères trouvés

dans la littérature et classés comme indiqué au paragraphe 1. On ne relève pas moins
de 35 formulations différentes, bien que certaines d'entre elles partent d'une ana-

lyse identique et ne diffèrent que par quelques détails seulement.
Il serait fastidieux d'analyser chaque critère en détail. Nous nous limiterons

à quelques uns d'entre eux parmi les plus caractér~stiques.

2.1. Critères statigues

2.1.1. ERDOGAN et SIH dit srH r'/2/

Ce critère repose sur deux hypothèses:
- la fissure se propage dans une direction radiale

- elle se propage dans la direction où la contrainte

mum et le cisaillement Tre est nul. (Figure 1)

tangentielle 0ee est maxi-

Surfe"e libre

dA.rdlldr

de le IInure

C.rerO" de 1.

r'810" . coeur

Figure 1 : Etat des contraintes en fond de fissure

Si l'on met les contraintes sous la forme:

KI 2
Cf = 1/2 [cos(e/2)(J+ sin (6/2»]
rr (2u)

K
+ --.!!

(2u) 1/2
[1 - 3sin2(6/2») sin(6/2)

Cf66 -
KI

(2u) 1/2

KI

(27Tr)I/2

3 Krr . 2
cos (6/2) - 1/2 [ 3s1.ll(6/2)cos (6/2»)

(2nr)

2 KU
sin(6/2)cos(6/2)+ 1/2

(2u)
co s (6/2) [1 - 3 sin 2 (6/2) ]

T =
r6

La deuxième condition s'écrit:

dCf66

--ae = 0 # sin6 0 + (3cos6 0 - 1)cotg!3 = 0
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La figure 2 définit les angles G et S .
a-

~It

Pt>

//
20

e(jV

~~J_--~
a-

Figure 2 : Plaque a entaille inclinée. Définition des angles G et S .

Soit en mode l pur (S = 90°)

en mode II pur (S -+ 0)

8 = 0
60 - - 70 5°
0 - ,

On remarque que ce dernier résultat est indépendant de la mature du matériau
et, en particulier, du coefficient de POISSON.

Dans la direction de propagation ainsi définie, on peut écrire le critère
sous la forme:

008 ~r = cte = Klc

Cette équation montre qu'on peut représenter le critère par une courbe dans

le plan KI' KIl'

2.1.2. Modification du critère de SIH l

A l'aide d'expériences menées sur du PMMA, WILLIAMS et EWING /3/ mettent en

défaut le critère de SIH pour des angles S faibles. Ils font remarquer que le se-
cond terme de la distribution des contraintes n'est plus négligeable quand le

1/2
rapportet = ls. ~ 0,1 . A l'expressionde la contraintetangentielleils ra-,a

joutent donc la contrainte parallèle à la fissure, osin28cos2S . FINNIE et SAITH

/4/ rajoutent la contrainte, -osin2Ssin28 , normale à la fissure. ST JOHN et
SIGETY /5/ prennent en compte le tenseur colllpleten rajoutant le cisaillement,
20sinScosSsin6cos6.

Cependant, ces modèles, s'ils sont représentatifs de la réalité dans un cer-
tain nombre de cas, sont criticables dans la mesure où ils condwisent tous à des
contraintes infinies en fond de fissure.

2.1.3. Courbe intrinsèque de ~~NDEL /6/

Suivant une idée de BARRENBLATT, MANDEL précise que la théorie de l'élasti--
cité linéaire n'est plus applicable au voisinage du fond de fissure. Il montre
que les contraintes peuvent se mettre sous la forme:

T = 0
r6

2 80
8

KU sin8 ]
soit

[ 0 3
cos -

KI cos 2 -"2 = este.2
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où A et B représentent les facteurs d'intensité de contrainte KI et K l' La
discontinuité du milieu au voisinage du fond de fissure s'exprime par le lait

que la fissure se propagera lorsqu'on aura une relation caractéristique de la ma-
tière entre A et B : k(4A, 4B) = o.

Si on pose r]/2088 = f(8) = x et r]/20r8= g(8) = Y on obtientdansle
plan (x, y) une courbe qui est analogue à un diagramme de Mohr et dont la forme

dépend du rapport A/B (Figure 3),

,-.(9)

..'(0)

--./'

Figure 3 : Courbe de Mohr calculée à l'aide des relations de Mandel A = t
et courbe intrinsèque

]
B =2

~urnDEL montre que la courbe k(4A, 4B) = 0 peut avoir la forme indiquéeen
pointillés sur la figure 3, le rayon au sommet de cette courbe étant, peut-être,

une mesure de la fragilité (sans que ce point soit démontré), Il y a rupture lors-
que la courbe de Mohr rencontre la courbe intrinsèque, Cette rencontre n'a pas
lieu nécessairement sur l'axe Ox,

2.2, Critères énergéti~ues

2.2.], Critère de SIH II /7/

Soit le système bidimensionnel représenté à la

l'énergie de déformation stockée dans l'élément dA,

est égale à :

1

[

au ur rdW = - ° - + ° - +
2 r ar 8 r

figure 1. SIH montre que

dans un matériau élastique

1 av8-- + T
r a8 r8

] dUr ava va--+---
r a8 (Ir r } dA

où u et v sont les déplacements,

Dans un système tridimensionnel, cette énersie peut se mettre sous la forme:

]/2 = A (Scos - cos) - B (Ssin - 3sin'r °rr 2 2 2 2 1

]/2 38 8 . 38 . 0
r °88 = A (cos T + 3cos 2) - 3B (S1n T + sm 2)

]/2 . 38 . 8 38 8 4

r °r8 = A (s1nT + S1n 2) + B (cos T + cos 2)
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dW- =
dV

]

[
2

r a]]Kr

dW S- =-
dV r

2
+ 2a]2KrKrr + a22Krr t+ a33K2 IIr J

soit

La quantité S définit le champ de densité d'énergie de déformation.,SrH,montfe

qu'elle est indépendante du système de référence S(Kr' KIr' Krrr) = S(KI' Krr' Krrr)
Lorsqu'on applique une charge à un corps fissuré, si P est l'énergie poten-

tielle par unité de volume, U l'énergie de déformation par unité de volume, on a :

P = - U = - ~r
A ce stade, SIH formule deux hypothèses:

- Hypothèse] : la fissure va se propager dans la direction de la densité d'énergie
potentielle maximum. '

- Hypothèse 2 : la densité d'énergie de déformation atteint une valeur critique
Scr au moment de la rupture, dans la direction définie par l'hypothèse ].

La première hypothèse se traduit par:

(
ap

) = 0

a8 8 = 80

et

(

a2p

)
< 0

a82 8 = 80

soit (
as

) = 0

a8 8 = 80

et

(

a2s

)
> 0

a82 e = 8
0

Dans le cas général de la figure 2 , cette condition s'écrit:

2(] - 2v) sin(8 - 2S) - 2sin [2(8 - S)] - sin26 = 0
0 0 0

Les figures 4 et 5 donnent les résultats obtenus en tension et en compression. On
remarque que la nature du matériau intervient par le coefficient de Poisson v.

cr
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w
>
~
"' 20'~ -Strain-Energy-
"Ji 1 Densily Crllerocn
~,

;Î;
VO 05

r 0.4
/ r 0.3

~/// 0.2

/!~ 0.1
'/ °

170' ~~ Plane Sirain

lU 90'
<3
z
<{

~ 60'
2
u
<{
<>:
"- .0'

cr

1

~,.
~
cr

g 150'
<{
UJ'"
:::>
t 130'
<{'""-
UJ
~ 110'
>-

cr

V>
0
IL
1

of

70'

20 ;:0---66'
~-CRACK ANGLE

20' 4O' 60' 90' 90'

P - CRACK ANGLE

Figure 4 : Angle de propagation 6 en fonction de S en tension /7/

F~f~lre 5 : Angle de propagation e en fonction de 6 en compression /7/
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2.2.2. Force généralisée d'extension de fissure

Ce concept présenté par STRIFORS /8/ a été développé plus récemment par
BOISSENOT et DUBOIS /9/.

On considère un volume V limité par une surface S contenant une surface

gulière E (Figure 6) .

s1n-

Nt--
le

y-

Figure 6 : Définition de la surface singulière E /8/

Pour que la propagation ait lieu, on fait les hypothèses suivantes:

- Hypothèse] : La croissance possible d'une fissu~e à l'instant t s'effectue le
long de tout le front de fissure avec une vitesse w dans la direction 1.

- Hypothèse 2 : On associe à la surface singulière E de V et à chaque processus

dynamiquement admissible une énergie surfaciqué r relative à V :

r = ~ dS où y est l'énergiespécifiquede surface.
L'application du premier principe de la thermodynamique permet d'écrire

E + r + K = P + Q

où E est l'énergie interne, r l'énergie surfacique, K l'énergie cinétique, P la

puissance des forces extérieures et Q le taux de chaleur reçue par V.
On fait ensuite l'hypothèse de découplage suivante:

- Hypothèse 3 : On admet que l'énergie surfacique n'est pas affectée par les
phénomènes thermiques.

On peut alors effectuer le calcul de la force fl(V)

fl(V) = l
f 0".Q u. Q dV - l r

T. u. dS
a 11-' 1,l-'a a. 1 1,a

V S

A ce stade, on peut introduire une loi de comportement du matériau dans

l'expression de fl(V) , ce qui permet d'effectuer des calculs en situation élas-
toplastique, par exemple.

Les hypothèses suivantes permettent de déterminer la direction et la charge

de propagation.

- Hypothèse 4 : La direction 1 pour laquelle fl atteint sa valeur maximum est la
direction préférée de croissance de la fissure.

La croissance dans cette direction se produit lorsque la force fI atteint une
valeur critique f .cr
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2.3. Autres critères

En dehors des variantes déjà citées du critère de SIH l, on peut rappeler,

pour mémoire, la théorie de la croissance normale à la direction de traction ma-
ximale.Ce cas peut se rencontrerdans certains matériaux.

Parmi les autres critères énergétiques, on peut citer le taux de relaxation

d'énergie G maximum étudié par HUSSAIN, PU et UNDERWOOD /10/, HELLEN et BLACKBUR~
/11/, NUISMER /12/ et BILBY ET CARDEW /13/.

L'ONERA propose enfin un critère basé sur la détermination du gradient des

contraintes à l'aide d'un programme d'équations intégrales /1/.

3. VERIFICATION EXPERIMENTALEDES CRITERES

Devant l'abondance des critères et de leurs formulations, il est légitime de

tenter une vérification expérimentale de leur validité.

Deux grandeurs retiendront particulièrement notre attention: l'angle de

propagation et les facteurs d'intensité de contrainte KI et KII'

La figure 7 représente un ensemble de réoultats portant sur des aciers et des

alliages légers. On remarque que l'ensemble des critères (y compris le critère de

la croissance horizontale) donne des résultats satisfaisants pour les angles
compris en 90° et 30° environ. Entre 0° et 30°, les critères divergent davantage,

mais les résultats sont plus dispersés et plus rares. Celà tient aux difficultés

expérimentales liées à la géométrie particulière de l'éprouvette à entaille cen-
trale incljnée. Il est donc délicat d'infirmer ou de confirmer une théorie à par-
tir de la simple mesure de l'angle de propagation. Tout au plus peut-on indiquer

que telle théorie est vérifiée par tel matériau sans pouvoir généraliser à l'en-
semble des matériaux de construction.

- ..,.",.. C ,.,. m..'m.'.", "..
0 ""'..m.".. ",",
h.. .. ..n.".. " ,.."..,
" 50'.".. ."m '... "m".
, ,.. ""'0"'" '.""",,. ..u....-...
, ""., o." ..

',..".u..."
0 0 0 h."'m ' ", m'

......
'w, ,
"".., ,

;
/

o' 20' 100'40' 80'

"nu'. d. fi..u'. f3

Figure 7 : Angle de propagation 8 en fonction de

et courbes théoriques.

S .Points expérimentaux

Lorsqu'on reporte dans un
KI KII

plan ~, ~ les points provenantdu calcul
lC. I

I
C h h " 1 "

exper1menta es, on peut c erc er s 1 n ex1ste

f

KII

]

v

+ ~ =] entre ces points. Elle exprime
IIC

de KI et KIT à partir des

[

dO~:é

]

e~

pas une relation du type KIC
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la dépendance entre KI et KII et, plus u et v sont élevés, plus cette dépendance

est faible. A la limite u et v infinis expriment que, pour le matériau considéré,

KI et KII sont indépendants l'un de l'autre. Une approche de ce type a été tentée

/14/ (Figure 8). On voit que la corrélation est délicate à déterminer, étant donné
le faible nombre de points expérimentaux.

~
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. Sh.h
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Figure 8 :
Courbes [K:~ J u

+
[

~
J

v

Knc
= 1

Dans un matériau fortement orthotrope comme le bois, les facteurs d'inten-

sité de contrainte KI et KII mesurés dans la direction longitudinale (LT ou LR)

doivent être indépendants l'un de l'autre. Le résultat apparaît très clairement
dans le travail de WILLIAMS et BIRCH /15/ où figure une courbe du type étudié.

En fait, on peut essayer de trouver, pour chaque matériau la valeur des ex-

posants u et v et définir ainsi une courbe caractéristique. On rejoint ici l'idée

de la courbe intrinsèque de MANDEL /6/. Par exemple, les essais reportés par GHP~

/16/ donnent une valeur de u et v égale à 1 pour l'acier utilisé.

4. ETUDE DE LA ZONE PLASTIQUE

En contraintes planes, POOK /17/ montre que la dimension.de la zone plasti-

que, en appliquant le critère de VON MISES est donnée par la relation:

r =~
[ Ki cos2%(1 + 3sin2%) + KIKIIsin8(3cos8 - 1) + KiI!3 + sin2%(1 - 9cos2Ï)~

2ïfO
y

En déformations planes on a :

r = 1 2
i

Ki cos2% ! (1 - 2v)2 + 3 sin2%) + KIKnsin8 { 3cos8 - (1 - 2v) f

2ïfOy

}

2 . 28 2 28 2

+ KII [ 3 + S1n 2 ! (1 - 2v) - 9cos 2 f] + 3KIII
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La figure 9 /17/ montre diverses formes de zones plastiques calculées avec ce
modèle.

~o

~:::60.

fi ssu re

~::30.

Fi~ur~2 : Variations de la forme de la zone plastique en fonction de l'angle S /17/

5. ETUDE DES FACIES MICROSCOPIQUES DE RUPTURE

Dans le cas d'une rupture ductile on note la présence de cupules. Un schéma

dû à BEACHEM /18/ (Figure 10) montre le mécanisme de formation des cupules et
comment leur forme peut renseigner sur la nature du mode de rupture. L'interpré-
tation des microfractographies est toutefois délicate car, comme le montre expli..

citement le schéma, il faut bien examiner les deux surfaces de rupture correspon-
dantes.

Figure 10 : Mécanisme de formation des cupules /18/

6. CONCLUSION

Cette étude a montré qu'il existait de nombreux critères permettant de pré-

voir la propagation d'une fissure soumise à un mode mixte l + II. Ces critères

sont assez représentatifs de la réalité lorsque la proportion de mode II par r~pë

port au mode l est assez faible. Par contre, leur utilisation devient plus hasar-

deuse dans le cas inverse. Il semble d'ailleurs que chaque matériau ait un com-

portement propre dans le domaine où le glissement droit est important. Des expé-
riences sont donc nécessaires dans ce cas, mais elles présentent des difficultés
qui rendent leur interprétation assez délicate.

g :t t,0 f-.

GD '\iJ} an.

OOrnl [8] [§
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ANALOGIES ENTRE PROBLEMESD'ADHESION ET PROBLEMESDE RUPTURE(*)

par R. COURTEL,C.N.R.S. Paris

RESUME

On rappelle pour commencer les bases de l'identité formelle des problèmes
d'adhésion et des problèmes de rupture fragile dans le cadre de l'approche
élastique.

On montre sur un exemple simple (problème de Johnson du contact des sphères
élastiques adhésives), comment les notions classiques en mécanique de la rupture

(par exemple G, KI' C.O.D., ainsi que le formalisme de Griffiths de minimum
d'énergie) se retrouvent en mécanique de l'adhésion. L'influence de la rugosité
de surface sur la force d'adhérence est analysée. La nécessité du recours à la
théorie de Barenblatt pour l'interprétation des résultats expérimentaux est
démontrée. Le cas de l'évolution du contact des corps viscoélastiques en régime
quasi-statique est brièvement discuté.

ABSTRACT

The formaI identity between elastic adhesion problems and linear fracture
mechanics is evoked, and examplified in the case of the Johnson's problem : the

contact of spheres. Classical results, as G, ~, C.O.D., are thus obtained by
the Irwin's instead of Griffith's method, but Barenblatt's theory is necessary
to interprete some experimental results.

The influence of surface roughness on adherence is analyzed. The case of
viscoelastic bodies in dynamic quasi-static regime is briefly discussed.

1. INTRODUCTION

K.L. Johnson et al. [1] ont présenté en 1971 une théorie de l'adhésion
entre sphères élastiques basée sur le principe du minimum d'énergie. Kendall
[2,3] a indiqué l'analogie avec la théorie de Griffith de la rupture fragile [4].
Maugis et al. [5,6,7] ont approfondi ce sujet. L'objet du présent exposé est de
montrer, sur des exemples simples, que l'identité des méthodes de la mécanique
de l'adhésion et de la mécanique linéaire de la rupture est totale dans le cadre
de l'approche élastique, mais que cette situation sous-entend certaines bases
physiques qu'il y a intérêt à dégager parce qu'elles sont à la base de diffé-
rences profondes dans le comportement des matériaux réels.

(*) Communication au Groupe Français de Rhéologie, 7 décembre 1978.
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2. IDENTITE DES SOLUTIONS DANS LE CADRE DE L'APPROCHE ELASTIQUE [5,6]

w~ w~

2.0. Les schémas ci-contre cor-.

respondent à deux problèmes typi-
ques de la Mécanique des milieux
fragiles en mode l :

1) Contact de deux sphères élas-

tiques adhésives (problème de

Johnson, à symétrie axiale).
2) Propagation d'une entaille
circulaire dans un barreau cylin-

drique (problème de Griffith).

~

2.1. Dans une première approche

des problèmes réels (approche

élastique), on admet que seules
interviennent les formes d'éner-

gie suivantes:

We~ = énergie élastique stockée,

supposée pouvoir être calculée à

partir de la donnée des deux pa-
ramètres géométriques indépen-

dants qui déterminent entièrement l'état de déformation: A aire de contact
(schéma 1) ou aire de la fissure (schéma 2) et 8, rapprochement des solides.

Ws = - (YI + Y2 - YI2)' A = -wA (schéma 1) ou +wA (schéma 2).

W . = énergie cinétique de l'ensemble des points matériels constituant le système;
Wc:n est supposée fonction de A, 8, À, 6, et ne pas dépendre explicitement duC1n

temps. W énergie de surface de Dupré, n'est fonction que de A seul.

On notera que la relation dW = wdA, qui exprime le travail des forcess

d'interaction moléculaire lors d'un déplacement da correspondant à dA, est la

seule information, concernant ces forces, que l'on introduit dans l'équation

qui traduit le principe de la conservation de l'énergie mécanique pour un dé-

placement réel:

Schéma 1 :

A = TIa2

Schéma 2 :

A = TId2-TI(d-a)2

dA = 2TI(d-a)dadA = 2TIada

Fig. 1. Schémas des problèmes d'adhésion et de rupture

Pd8 = dW n + dW + dW .ex, s C1n
(1)

On peut toujours interpréter (1) comme concernant un système matériel pure-

ment élastique, non adhésif, qui serait soumis à deux systèmes de force exté-
rieures : la charge P, répartie sur la face supérieure, et une tension, wappli-

quée sur la périphérie du contact, horizontale et dirigée vers l'extérieur. On
peut écrire, en mettant en évidence le travail des forces appliquées:

Pd8 t wdA = dW n + dW .

ex, C1n
(2)

Par suite, tout ce qui, dans la Mécanique de la rupture fragile relève exclusi-

vement du traitement mathématique de la relation (1) et des applications de la
théorie de l'élasticité, a son correspondant dans les problèmes d'adhésion

élastique: dans le cadre de cette approche, il y a identité complète entre les

problèmes d'adhésion et les problèmes de rupture. En particulier, les notions
classiques en Mécanique de la rupture fragile: G taux de restitution de l'éner-

gie, KI facteur d'intensité des contraintes, ainsi que le C.O.D. (crack opening
displacement) doivent se retrouver dans les problèmes d'adhésion.

2.2. A titre d'exemple, considérons la solution du problème des sphères adhési-

ves de rayon R. K.L. Johnson a proposé en 1958 [8] la répartition suivante des

contraintes normales dans l'aire de contact circulaire de rayon a : cr = crH-cr~,avec:
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3
d

, ' b
' h

' 1 h
4a E ,

aH = 1str1ut10n ertz1ennesous a c arge Pl = ~ x ---Z' SO1t :
3 PI r2 I-va =-x- 11--H 2 2 2TIa a

aB = répartitionsous un poinçonde Boussinesqen traction (PI - P) soit:P - P
1

aB = 2 2
2TIa la -r

On sait que cette dernière répartition présente une singularité asymptotique à

la périphérie: P - P
1

aB l
" = x
1m1te /4ay,TIa

1

12TI(a-r)
(3)

Si l'on veut définir un KIJ du problème de Johnson en se référant à l'expression

classique a = K ,il faut donc prendre, comme Savkoor [9] l'a proposé en
12TI(a-r)

1977 (avec une autre notation) :

P -P
1K =-

IJ a/4TIa
(4)

d(W R,+Wp)
(e )p

dA

dW

Or le GJ du problème de Johnson,défini par GJ = (~)6 =
est donné par l'expression suivante (Maugis [5]) : dA

2
(P I-P) l-v2

G = x-
J 4TIa3 E

On voit qu'il existe entre KIJ et GJ la relation classique en déformation plane:
2

2 I-v
GJ = KIJ x --y'

(5)

(6)

Mais on voit, d'autre part, que le déplacement à l'extérieur d'un poinçon de

Boussinesq [ID] est:
1:: 2 (

TI. a
)

' 26 1 2(p-a)V = u ,-, - - arc S1n - SO1t: V =-
TI 2 p , TI a

près du bord, La rapprochement total des s~hères de rayon R est, d'après Johnson:

. 2a2 (PI-P)(I-V)6=6 -6 =--2H B R 2a E

(7)

Il est à partager entre elles; pour chacune on observera le déplacement asymp-

totique: P -P 2 2
= -1- .!.::.Y-..~ 1 2 (p-a) = K 2 (1 -v) 12 p-a (8)

v 2a' E 'TI' a IJ' E' TI

ce qui est toujours la même formule qu'en déformation plane,
On vérifierait que dans le cas du contact sphère rigide/plan, ainsi que

pour le poinçon de Boussinesq lui-même, la relation entre K et G comporte en
plus un facteur multiplicatif 1/2, traduisant le fait que c~est une 1/2 fissure
qui se propage,

2,3, L'élégante solution, due à K,L, Johnson (1971 [1]

adhésives, comporte donc une traduction simple dans le
de la rupture, comme d'ailleurs on devait s'y attendre
rupture fragile (H,D, Bui, 1978 [II],

Réciproquement, la seule connaissance

leurs asymptotiques de la contrainte dBlim

du problème des sphères
langage de la Mécanique
d'après la théorie de la

des expressions(3) et (8) des va-

et du d~placement Vl ' '
t (déjà1m1 e
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présentes sous forme au moins implicite dans la Note de Johnson de 1958) permet
d'écrire immédiatement l'expression (5) de G, par application du raisonnement

d'Irwin (1957 [12]. Ce dernier étudiait précisément le cas d'un problème à sy-
métrie axiale, (la fissure "penny-shaped") ; le formalisme qu'il a consacré
revient à considérer G comme le produit de convolution de crlimite et de v

limite, ou comme la fonction de Dirac ~ cr(o)v(O), d'où:
2

TI PI-P I-v22 (PI-P) I-v2
G = -. -.- = 3'-

22a/TIa E TI 4TIa E
- On notera que l'équation (1) n'a pas par elle-même la forme d'une condition
de minimum d'énergie à cause du terme Pdo. Elle l'acquiert automatiquement si

on lui adjoint une condition dite de "grandeur imposée", qui a la fo~e d'une
relation entre 0 et P, où ne figure pas A (par exemple 0 = cte, P = C e,

0 + I = cte) ou plus généralement ~(o,P) = Cte. Analytiquement, P devient alors

une fonction de 0 : P=q>(o) , et Pdo une différentielle exacte, celle de fo <.p(o)do.0

ce qui est bien l'expression (5)

(Si 0 = cte, Pdo = 0).
L'équilibre à grandeur ~ imposée est obtenu en écrivant que Pdo-dW n-dW-eN s

dWcin = 0 pour toutes fluctuations {dA,do} compatibles avec les conditionsaw

P = <.p(o) et dW. = O. On voit que des conditions nécessaires sont: P = a~5/"

a(W +W) c~n
e5/, s . ~. . ~ ~

aA = O. La prem~ere expr~me une propr~ete connue
aussi hors d'équilibre. La deuxième, qui apparaît comme

<.p,est la condition classique dite "de Griffith".
C'est cette discordance entre les variables descriptives, A et 0, et les

variables de chargement, 0 et P, qui a justifié la création d'un formalisme

commun à la Mécanique de l'adhésion et à celle de la rupture: on associe au
"noyau" des schémas 1 ou 2 une "machine de chargement" dotée elle-même d'énergie
élastique W'n, potentielle Wp', et cinétique W'. , de telle sorte que:eN c~n

Pdo-dW'n-dWp'-dW'. = O. C'est m'ensemble ainsi constitué qui satisfait à la
eN c~n

condition dWT = 0, valable aussi bien en statique qu'en régime dynamique. L'équi-

libre du systèmeisolé est obtenu pour dW'. = dW. = 0 ; on montre encore sansc~n c~n
peine que la condition d'équilibre du noyau (condition de Griffith) est indépen-
dante de la machine de chargement, tandis que la condition de stabilité de

l'équilibre d2WT > 0 en dépend. Cet aspect des choses a été étudié notamment par
Huet [13] et est traité aussi dans l'article déjà cité [réf.6].

de We5/,et qui est valable

indépendante du choix de

3. DIFFERENCES INTRODUITES PAR LA CONSIDERATION DES PROBLEMESREELS

3.0. La question de l'adhésion se pose généralement à l'occasion du décollement
de surfaces rugueuses (c'est-à-dire de modèles d'aspérités hémisphériques de

même rayon R, de répartition gaussienne des hauteurs, d'écart type 8) et par

conséquent pour des associations de fissures en parallèle. Les phénomènes ne
sont expérimentalement observables que dans le cas de matériaux de faible module

d'élasticité, qui se trouvent posséder aussi des propriétés visco-élastiques

marquées (caoutchouc, polymères, tous corps de Van der Waals). De leur côté, les
problèmes de résistance à la rupture sont étudiés essentiellement dans le cas de

poutres ou de barreaux métalliques entaillés: les fissures sont alors disposées

en série, les liaisons dans le matériau sont de type ionique ou électronique, et

un progrès de la déformation plastique accompagne immanquablement la propagation
de la fissure.

S'il ne peut être question de traiter un aussi vaste

du présent exposé. on peut du moins en illustrer certains

problèmedans le cas
aspects sur des
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exemples simples choisis dans la littérature la plus récente.

3.1. Influence de la rugosité sur la force d'adhérence [14]

Les résultats obtenus par Fuller et Tabor (1975 [14] pour le contact d'un

plan lisse et d'un plan élastique, sont représentés par la courbe de la fige 2.
On y a normalisé F et 0 en les rap-

portant à Nfc, force d'~dhésion qui
correspondrait à N aspérités identi-

ques jointives (le même relief a été
invoqué par Bélidor en 1737 pour ex-
pliquer le frottement), et à oc,
allongement élastique d'une aspérité

au moment de la rupture dans le pro-
cessus individuel pour lequel l'adhé-

rence est fc = t nwR ; %- est l'indice

d'adhérence. Tout se pas~e donc comme
si on étudiait le contact adhésif

d'une sphère de rayon NR et d'un plan,
l'énergie de cohésion étant prise

égale à weff =W ~ (:) ; 0
Dans le cas des ~étaux

LI
N~i

..e.
ô,

0,5

0 ~ ~1

Fig. 2. Foree d'adhérence (normalisée) en
fonction de l'indice d'adhérence d'une

surface ru:3ueuse.
< Weff< W.

(0 trèsc
petit) et de corps rugueux (8 grand),

il n'y a pas d'adhérence prévisible, à moins qu'on ne se place dans le vide, où

west grand, mais où de ce fait il peut y avoir une déformation plastique indui-
te (Maugis [15]). Pour un corps très lisse (mica) ou de faible module (caout-
chouc, on se trouve, au contraire, dans un domaine où l'adhérence n'est pas

négligeable, et garde un caractère élastique. Alors que la propagation de la

fissure doit être considérée comme pouvant s'effectuer réversiblement dans la
mécanique de l'adhésion [5], on sait que le recollement des pièces métalliques

fissurées est posé, dès le départ, comme impossible en mécanique de rupture. En

fait, la rugosité créée par la déformation plastique en tête de fissure lors de
l'ouverture suffit à faire sortir du cadre d'application de la théorie de Grif-

fith, exprimée par l'équation (1) qui par elle-même n'introduit pas de dissymé-

trie entre l'ouverture de la fissure (da-) et sa fermeture (da+). En outre l'ad-

sorption due à l'action de l'atmosphère sur les surfaces nouvellement créées [15]
fait décroître w, et par suite la force d'adhésion en tête de fissure.

3.2. Intervention de la loi d'action des forces intermoléculaires en fonction de
la distance

oUï \
\
\

\ cr,,-K1..
/ Viï1ii1
'\ 1
\
\ , ,"""

"'- ----
~

Fig. J. Profil de raccordement des sphères

défonn.1!,]es dnns l'hypothèse élastique (PI > l').

3.2.1. De façon surprenante,
l'expression asymtotique (7)
du déplacement élastique en

dehors du contact, paraît n'a-

voir pas été utilisée depuis
1971 dans les problèmes d'adhé-
sion, sauf en vue de la mesure des
forces de Van der Waals lors

du contact de cylindres croi-

sés, cas qui se ramène formel-

lement à un contact sphère/

plan. Si on tient compte de
(7), le profil de raccordement

des sphères déformables est

nécessairement tel que le re-

présente la fige 3, dans le
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cas où Pl - P > 0, c'est-à-dire quand il y a une contrainte de traction à la pé-

riphérie du contact. Si P > P (ce qui ne peut se produire que dans certains cas
d'évolution dynamique hors dell'équilibre), la zone périphérique est comprimée

sans qu'il puisse y avoir pénétration, et les surfaces en regard sont tangentes

en fond de fissure tant que P > PI (fig. 4). Dans les expériences de décollement
et de recollement sphère/plan effec-

tuées par Barquins et Maugis dans
notre laboratoire [7,16], on observe

en effet, selon le cas, soit un
"mur", soit un contact conformel,

associés à des comportements cinéti-

ques différents. On a proposé d'in-

terpréter ces derniers en associant

la dissipation en tête de fissure,
non plus à â, vitesse "horizontale"

de propagation, mais à la vitesse
verticale âxtga, considérée comme
représentative d'une vitesse moyenne
de déformation dans cette zone [16].

Pour être en mesure de préciser

cette interprétation, il convient
de déterminer le profil exact en ré-

gime quasi-statique correspondant au
décollement (cas de la fig. 3, P > P)

1
.

d h' 1.

est ce u~ es sp eres, et tga var~e

/

l--<r
1

1,
::ot

\
\

\
\,

Fig. 4. Profil de raccordement des sphères

déformables quand PI < P.

puisque pour PI < P (recollement) le profil

peu avec P-PI (fig. 4).

3.2.2. On disposait dans ce but d'un cliché, qui représentait les anneaux de
Newton, formés, à charge nulle, entre une sphère de verre de R = 0,219 cm et un

plan de caoutchouc de module E = 1.7 107 ergs/cm2, le rayon de l'aire de contact
étant a = 121 ~. Par lissage et extrapolation jusqu'à l'origine de la courbe ex-
périmentale l de la fig. 5, on avait antérieurement conclu à l'existence d'un
angle de contact de 1650 entre le verre et le caoutchouc dans ces conditions [17]

Des calculs prenant pour base la formule (8) qui donne vB = 2,8245 arc cos ~ et
tenant compte de la sphéricité du verre, qui fournit une différence de marche

supplémentaire v = R (cos arc sin i - cos arc sin~) mais négligeant les dépla-
cements hertzien~, ont donné de leur côté une courbe II qui, sur toute sa lon-
gueur comptée dans la zone observable (c'est-à-dire à partir de la première

frange, correspondant à E=0,27~)est parallèle et légèrement décalée par rapport
à l (de 0,45~ vers les a décroissants,(Tableau 1). Bien que les mesures soient

faites avec une précision limitée (sur un cliché correspondant à un grandisse-
ment optique x 140), il ne parait guère possible de mettre en doute la réalité
de ce décalage, ni son ordre de grandeur~ sinon sa valeur exacte.

3.2.3. Pour expliquer cet écart av~c la théorie de Johnson/Gri[!ith, il faut

nécessairement faire intervenir quelque facteur physique non pris en compte dans
l'équation (1). Nous avons choisi d'essayer un modèle simplifié de fond de

Tableau l

Rayons des anneaux de Newton formés entre sphères et plan déformable

N° d'anneau : o 1 2 3 4 7
E marche : o 027 0,40 054 0,67 081 0,89 1,08 1 17 1,89 200

ôa théorique(II): o 045 0,9 1,50 2,3 3,2 3,7 52 57 11,9 12,9

oa expé. (1): o 0,9 2,3 3,7 5,7 129

(ôa)th_(ôa)exp : o -0,45 -080 -0,5 -0,5 -10
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fissure, pour l'essentiel conforme à la théorie de Barenblatt, de façon à béné-

ficier des résultats rassemblés dans ce domaine par la Mécanique de la rupture,
sans pour autant tomber dans la complication des calculs qu'entraîne une théorie

rigoureuse.

p~

E

1,0il

0,81

c:la.. "'YA

t) " 1 8 ~ 10 " \1.. I~

Fig. 5. 1. Courbe expérimentale (Barquins 1975)

II. Courbe théorique € = v~ + Vs

III. Profil réel au voisinage de l'origine

Rayons des anneaux de Newton successifs:

La fig. 5 précise (en encadré), un mode d'extrapolation de la courbe l
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~I~~ Relations géométriques:'l"
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0
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Fig. 6. Fond de fissure en r3/2 et raccordement avec le profil
. 1/2

asymptot~queen r .
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comportant un profil en r3/2 au voisinage de l'origine: l'exposant 3/2 est imposé
en tête de fissure par la théorie de Barenblatt. A titre d'approximation, on

prolonge ce profil en r3/2 jusqu'au raccord tangentiel avec le profil asymptoti-

que en r]/2 dû au poinçon seul (fig. 6). Ce faisant, on ne prend pas en compte
l'allure spécifique de la loi de décroissance des attractions intermoléculaires
avec la distance, qui influerait sur la place exacte de ce raccord; mais on

obtient les relations géométriques simples, indiquées sur la fige 6 : FO=20H=2r

et FH=30H=3r (d'une façon générale, une loi en rn donnerait lieu à la relationo
FH=2nOH=2nr .

Lorsqu~ l'on introduit dans cette représentation les données numériques

8E 3/2
correspondant à l'exemple: 2r = 0,45 ~, KI= ~ = 5]815.

0 9h R
On trouve que:

VB(r) = 2,8245 arc cos ~ = 0,17~ (ce qui est effectivement supérieur à la0 r +a
0

limite pratique d'action des forces de Van der Waals).

KI
a(2r) =----

0 14nr

te de résistagce du caoutchouc à la traction au point F).

= 9,75 105 dynes/cm2 = 0,057 E (ce qui est plausible pour la limi-

3.2.4. Considérons plus particulièrement le type de la loi de force indiquée par

K.L. Johnson [18] (IUTAM 1976) pour un solide Van der Waals, et représenté par
-3 -9 B 6

la courbe de la fige 7 où P = -Az +Bz , (avec A = 2 ).

Q..-
Il,S 4,~

Fig. 7.

Variation de la force d'interaction
moléculaire avec la séparation des
surfaces z (en Â) :
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Attraction en z

Force résultante d'interaction

Pont d'équilibre

Point de résultante maximale.
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--;1
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Dans l'aire de contact proprement dite (r « -2r , fige 6), la séparation

effective des surfaces en regard doit être uniformémeRt égal~3à z=2Â : c'est en
effet la distance pour laquelle les forces d'attraction en z , et de répulsion

en z-9, s'équilibrent. Les contraintes de compression dues aux forces extérieu-

res appliquées influent très peu sur cette valeur, à cause de la forte pente de
la courbe des forces de répulsion.

Quand on se rapproch@ du bord du contact (~'~st-â-dire de notre point F,

fige 6), la contrainte asymptotique de traction en r-I/2 se manifeste dans le
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milieu élastique, et tend à augmenter localement la séparation z, jusqu'au point
où elle contrebalance l'attraction moléculaire maximale, ce qui a lieu pour une

séparation z=2,50! (point M, fige 7). A partir de là, la contrainte normale
, 'bl 1 1 , -3 ,

d
' "

( 2 )
-9/2

su~t sens~ ement a o~ en z , ce qu~ correspon a une var~at~on en r+ r
0

si on admet que le point F correspond précisément à cette transition. On peut

essayer de préciser le profil réel des surfaces entre F et H par application

des formules de Galin et de Mushkelishvili : c'est une tâche pour les théori-

ciens de l'élasticité; elle ne serait pas sans intérêt physique, comme on va le
voir.

4. INTERVENTION D'AUTRES FORMES D'ENERGIE

4.1. Rappelons que tout ce qui précède concerne des milieux essentiellement

élastiques et adhésifs. Dans le cas d'un milieu comme le P.M.M.A. (polymethyl
metacrylate), qui présente aussi élasticité et adhésion, Doll, Weidmann et

Kerkhof [19] ont montré que la déformation plastique en tête de fissure joue un
rôle très important, et ils ont déterminé expérimentalement par l'emploi d'inter-

férences la forme de la zone plastique. Celle-ci s'étend sur une vingtaine de

microns; son profil concorde parfaitement, qualitativement et quantitativement,

avec le modèle de Dugdale-Barenblatt, pour lequel la contrainte normale est pri-
se constante le long de la zone plastique -et non plus variable, comme dans le

modèle purement élastique proposé plus haut-.

4.2. De façon générale, des différences dans l'évolution dynamique entre problè-

mes d'adhésion et problèmes de rupture, s'introduisent lorsque l'on prend en
considération l'existence de processus irréversibles en tête de fissure, carac-

térisés par l'intervention d'autres formes d'énergie: énergie calorifique dQ

(dégagements de chaleur dans la masse ou à la périphérie du contact des corps

viscoélastiques) ; énergie de déformation plastique résiduelle dW ~ de l'ordre de
5 à 10 % de l'énergie totale de déformation plastique des métaux ~n tête de

fissure, le reste, soit ÀdW ~, apparaissant sous forme de chaleur.
L'équation d'évolutionPs'écrit maintenant:

Pdo = dW n + dW + dW, + dQ + (I+À)dW n
ex, s c~n px,

4.3. Dans le cadre restreint du présent exposé, nous nous contentons de signaler

que cette équation permet de prévoir correctement l'évolution dynamique des sys-
tèmes viscoélastiques dans le cas où l'on est en régime quasi-statique, caracté-

risé par dW n = dW, = o. Si on connait la loi de dissipation dQ = ~(à)dt en
px, c~n

fonction de la vitesse à de propagation de la fissure, on peut calculer la vites-

se limite V=àl' en fonction du taux actuel de restitution de l'énergie G. Maugis
et al [7] repr~Want des suggestions de Gent (1972) et d'Andrews et Kinloch (1973)

ont proposé une loi de la forme G-w = W ~(aTV) ; ils interprètent très bien de
cette façon les résultats de leurs expériences de décollement de sphères. Ils

trouvent que ~(aTV) est une fonction indépendante de géométrie globale du
système (adhésion de sphères, du poinçon plat, pelage...) Dans le cas du recol-
lement des sphères, ils trouvent au contraire que l'évolution suit la loi pure-
ment élastique (c'est-à-dire que dQ = 0, dW, = 0).c~n

(Ibis)

5. CONCLUSION

Nous avons eu l'occasion de rappeler plus haut que la variable à utiliser

devrait être, non pas la vitesse de propagation "horizontale" v = a. mais la,
vitesse de déformation "verticale" dans la zone de tête de fissure, qui peut
s'écrire v = atgCl., CI.étant l'angle d'ouverture de la fissure, à définir comme une

certaine moyennê. c'est ici que la connaissance exacte du profil des surfaces

en tête de fissure s'avèrerait extrêmement utile: elle fournirait une base pour

le calcul de la dissipation dans le milieu viscoélastique -ou simplement visqueux-
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ce qui pourrait éventuellement permettre de justifier l'affirmation (d'origine

expérimentale) que cette dissipation est proportionnelle à l'énergie de surface
w.

Nous souhaitons que cette question fasse l'objet d'une étude approfondie de

la part des théoriciens.
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DETERMINATIONEXPERIMENTALEDE L'INTEGRALE

~

DE RICE CRITIQUEVc DANSLE BOISDE CHARPENTE.

2

A. AMEEN,IngênieL/JL- P. MORL1ER,P!l.O6eMe.wt- G. VALENTIN,Â.6.6-<-6.tant.

RESUME

Le bois, malgré ses propriétés d~anisotropie, de viscoélasticité et surtout

d'inhomogénéité a déjà été étudié par la mécanique linéaire de la rupture: Dans
différentes directions, des valeurs de G et K ont été déterminées pour certainesc c
essences.

Les propriétés particulières de V (détermination expérimentale de l'intégrale

de Rice critique) semblent s'adapter mieux à ce matériau.

Une étude expérimentale sur du bois de charpente a été menée à partir d'éprou-

vettes DCB (Bande de largeur constante en clivage). Elle a permis de vérifier d'une
part une relation linéaire entre K et V dans un domaine sensiblement élastique du

matériau à 12 % d'humidité et de montrer d'autre part, qu'en utilisant une méthode

originale simple de détection de l'amorçage de la fissuration, V pourrait consti-
tuer un critèred'initiationde rupture. c

ABSTRACT

Wood bas been already studied by linear elastic fracture mechanics although

it shows anisotropy, viscosity and non homogeneity properties. ln different direc-
tions, K and G have been obtained.

Parficularcproperties of V (experimental determination of critical Rice inté-
gral) seems fit this material b~tter.

An experimental work on timber (white spruce) bas been conducted by means

of DCB (double cantilever beam) specimens. On the one hand,we can ver ify a linear re-

lationship between K,V for a material containing 12 % moisture in the elasticity

domain, on the other band, using an original method to detect fracture initiation,
we can show that V cou Id be a fracture criterion.c

1 - Communication présentée au Groupe Français de Rhéologie le 7 Décembre 1978.

Z - Département Génie Civil de l'rUT "Au de BORDEAUX et Laboratoire de Mécanique

Physiquede BORDEAUX l (E.R.A. CNRS 769).
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1. APPLICATION DE LA MECANIQUE DE LA RUPTURE AU BQIS DE CHARPENTE.

Il Y a déjà plusieurs années que la mécanique de la rupture sous sa forme

la plus classique est appliquée au bois. En Australie, le règlement prévoit un
essai de mécanique de la rupture depuis J972.

Or le bois présente les caractéristiques d'un matériau anisotrope, de com-
portement viscoélastique non linéaire et de plus inhomogène.

Ses propriétés varient dans une même essence dans le même arbre, d'un arbre

à l'autre et d'une forêt à l'autre. Elles dépendent de la température comme les

métaux et de l'humidité comme beaucoup de composites.
On peut se demander alors quelle est la validité des paramètres trouvés:

En pratique, on détermine, dans une direction donnée, un coefficient de mé-

canique de la rupture comme sile matériau présentait les bonnes caractéristiques

(linéarité, isotropie, élasticité, homogénéité) quitte à prendre quelques précau-
tions sur les vitesses de charge ou le taux d'humidité.

C'est ainsi que la plupart des auteurs ont travaillé et c'est aussi de cette

façon que notre étude a été conduite.

On pourra noter que ~ar des essais de calcul numérique, en éléments finis
notamment, on a montré [lJ qu'en considérant le matériau comme orthotrope, les

facteurs d~intensité.d: contrainte~ ~I et KII ~taient sensiblement identiques à
ceux trouves en cons1derant le mater1au comme 1sotrope.

Le problème de l'inhomogénéité (sans faire intervenir les noeuds, les micra-

fentes dues au séchage ou autres défauts) ne peut être traité que par analyse
statistique des résultats.

En envisageant des taux d'humidité pas trop élevés et des vitesses de char-
ge pas trop lentes, on peut négliger les effets de viscosité et même considérer

que le bois est un matériau élastique possédant une certaine plasticité à la
rupture.

Dans ces conditions, PORTER ~J a déterminé la ténacité G du bois de pin
blanc. Il considère que l'évaluation de cette ténacité constit5e une mesure si-

gnificative de la résistance du bois. Elle n'est pas affectée par la géométrie

de l'éprouvette dans une large mesure. Il propose une formule prenant en compte
la température et l'humidité:

-H/6 JG = [1,28+0,':..J (T-243) (I -e ) psic -

T température en degrés K,

H humidité en pourcentage de bois sec.

De plus, dans le sens RL (Radial Longitudinal) ou TL (Tangent Longitudinal,
le premier indice désigne la direction normale à la fissure, le second la direc-

tion de propagation), il a trouvé en mode l des valeurs très voisines.

De même BARRE TT [3J a déterminé les facteurs d'intensité de contrainte cri-
tique dans le sens RL, TL, TR et RT dans du sapin de Douglas.

Une variation logarithmique en fonction de la largeur de la fissure a été
trouvée.

Cependant, les paramètres G et K comportent des conditions très restric-
tives (élasticité, rupture fragile, ho~ogénéité ) et l'on est jamais très

sûr de leur signification: ils sont à utiliser en pratique avec beaucoup de
circonspection.

Par ailleurs, l'intégrale de Rice dont nous rappelons les caractéristiques
ci-dessous présente des propriétés interessantes dans ce cas. C'est le but de
notre étude expérimentale.
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2. DEFINITION ET DETERMINATIONDE L'INTEGRALE DE RICE.

2.1 Propriétés de J.

Dans le domaine limité des petites déformations l'amplitude de la singula-
rité au voisinage d'une fissure, dans un problème plan et directement reliée à
l'intégrale J introduite par Rice ~J. On peut considérer que J est une éva-
luation convenable de la résistance de la singularité dans un tel problème.

Par définition: a .
J =

Ir

-+
-+ dU

[w dy - T - ds ]
r dX Définition de J.

r Contour quelconque partant de la frontière inférieure de la fissure
et finissant sur la frontière supérieure.

w densité d'énergie de déformation.
-+ -+

T, u vecteurs contrainte et déplacement existant sur le contour de
l'élément d'arc ds.

Cette définition est valable si le matériau est homogène au moins dans la
direction de propagation x.

On montre que cette intégrale est indépendante du contour r si l'énergie de
déformation est une fonction univoque des déformations; c'est le cas si le ma-

tériau est élastique non linéaire. C'est le cas aussi d'un matériau élastoplas-
tique pour lequel on utilise la théorie de déformation totale et tant que la
contrainte effective ne diminue pas.

Dans le cas du solide élastique, on peut interpréter J comme le flux
d'énergie passant à travers le fond de la fissure par unité d'extension de lon-
gueur.

Si le solide est élastique plastique, l'intégrale s'interprète alors comme

la différence d'énergie potentielle entre deux corps identiques ayant des fis-
sures de longueurs voisines a et a + da. Par contre en plasticité incrémentale,

seule la signification physique de J comme évaluation du champ de contrainte
déformationen fond de fissure reste vraie. L'indépendance par rapport au con-

tour ne peut être établie en théorie mais seulement vérifiée numériquement [6J.
En représentant par P la grandeur de la charge appliquée et par P la char-c

ge critique pour laquelle la fissure commence à se propager, on pourra poser
que l'initiation de rupture s'écrit J = J(P ) = J . Ce critère serait donc va-

lable que l'initiation ait lieu en régime dtctilecou fragile. De plus, mais
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c'estplutât un inconvéni~nt, J ne constitue qu'un critère d'amorçage, que la

propagation soit stable ou non.c

2.2. Evaluation de J.

Soit la courbe de chargement à déplacement imposé d'un corps

fissure de longueur a ; si P est la charge appliquée par unité de

front de fissure et si 8 est le déplacement de cette charge, pour

élastique linéaire ou non on a :

possédant une
longueur du
un matériau

J = ~[~~ ]
8
constante

avec u =
lPdO0

Travail fourni par la force extérieure.

p a

a

s
.

Evaluation de J FiKl1re 2

J da correspond à l'aire hachurée sur la figure 2.

Pour un matériau élastoplastique BEGLEY et LANDES [7J ont proposé de

prendre comme grandeur pouvant représenter J la grandeur correspondant à la

transposition à ce domaine de l'équation ci~dessus : On l'appellera V [8J.
Ainsi V s'obtient pour une géométrie donnée à partir d'éprouvettes ayant des

fissures de longueurs différentes.

La mesure des aires sous tendues par les courbes P, 8 pour ftifférents

déplacements et la différentiation de ces courbes par rapport à la longueur
initiale conduit à une évaluation de V : c'est la méthode dite des coWPfaisances.

0

Soit V = - f
0

(

dP

)
do

da ocste

.
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De nombreuses études ont été faites afin de comparer J intégrale de con~

tour à V, variation d'énergie entre éprouvettes de différentes longueurs de fis-

sures. Limité aux essais effectués sur des é~r?uvettes de flexion et CT (compacte
en traction) un bon accord a été relevé par ~J même pour des matériaux assez
ductiles.

En pratique pour les aciers, la méthode

sée. En effet des formules valables pour les
été établies. Elles permettent de déterminer

des complaisances n'est pas utili-
éprouvettes de flexion et CT ont

J à partir d'un seul essai [7].

3. ASPECTS EXPERIMENTAUX.

3.1. Choix de l'éprouvette.

Il nous a paru intéressant, afin de diminuer les écarts dûs à

néité dans une même poutre (ou un même arbre) de n'utiliser qu'une
pour déterminer V.

D'autre part, comme il a été dit précédemment, les méthodes qui permettent
de mesurer V à partir d'une seule éprouvette et d'une seule fissure ont été éta-

blies pour les métaux de faible ductilité. Les méthodes bien adaptées aux éprou-
vettes de flexion le sont un peu moins aux éprouvettes CT.

Il n'est pas évident qu'elles soient utilisables pour le bois sans modifi-
cation.

Dans la mesure où notre étude a porté sur le sens radial longitudinal, le

plus utilisé en construction, l'éprouvette de flexion posait des problèmes de
dimensions compatibles avec la hauteur des poutres normalisées.

De plus, pour des raisons de stabilité de la propagation de la fissure

[91, O~! et de similitude avec une éprouvette dite de fendage déjà normalisée
en France nous avons choisi l'éprouvette DCB (double cantilever beam ou bande

de largeur constante en clivage)indiquée sur la figure 3.

l'inhomogé-

éprouvette

- ~44 mm

"-----

-- ~--- 2h:

50mm-"
!
i.

Go<ac250
1
1
1
1

W:300mm-
--------

Cette éprouvette est en général utilisée avec une rainure latérale pour
guider la fissure qui tend à bifurquer.

Dans le sens radial longitudinal étudié, ce sont les fibres du bois qui gui~

deront la fissure. On évite ainsi la confection de la rainure et les complica-
tions qu'elle pourrait entrainer quant à son influence sur l'avancement du front
de fissure.

Une telle éprouvette a été utilisée pour l'étude de résistance de colles

notamment Ou - mais elle n'est pas normalisée et a été assez peu étudiée. Comme

nous avons utilisé la méthode des complaisances, plusieurs longueurs de fissure
sont nécessaires. Elles ont été effectuées sur la même éprouvette successive-
ment après chaque amorçage de fissuration.

3.2. Réalisation des fissures.

Plusieurs profils du fond de fissure ont été envisagés:
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. Trait de scie prolongé de JO mm par une fente au UcutterJJ(A),

. Trait de scie (denture à métaux) largeur de 0,6 mm (B),

. Trait de scie (denture à bois) largeur dé Jonnn (C),

. Trait de scie terminé par un trou de rayon $ mm (D).
Tous les profils ne pouvaient être rompùs simultanément sur une même éprou-

vette et deux éprouvettes sont trop différentes pour obtenir un résultat homogè-

ne. Aussi, nous avons d'abord étudié les complaisances sur une même éprouvette
avec les quatre profils correspondant à des longueurs de fissures voisines. En

répétant le processus tout au long de l'éprouvette, noùs avons obtenu la figure 4.

La complaisance, même pour le profil D, est pratiquement indépendante de la forme
du fond de fissure. 0

Ensuite, les valeurs des charges critiqùes (définies suivant 3 critères re-

pérés par N,M,A et expliqués plus loin) ont été vQrifiges par la même méthode
pour 3 profils. On constate sur la figùre 5 que cette charge critique ne dépend

~ratiquement pas du profil du fond de fissure. Ceci confirme les résultats de
UZJ indiquant que, pour le bois, le profil avait peu d'importance dans le dé-
clenchement de la rupture. Ce qui influence la rupture an effet est l'endroit ou

une fibre est coupée, non la façon dont elle est coupée.
Ainsi, les essais définitifs ont été effectués avec le profil C le plus pré-

cis et le plus connnode à mettre en oeuvre.

10.4mm/N
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3.3. Détection de l'amorçage de fissuration.

Le maximum de la courbe effort déplacement ne correspond pas à l'amorçage de
la fissuration en général. Il a lieu après.

Les méthodes du potentiel ou du chargement interrompu ne sont pas facilement
applicable au bois (isolant électrique, propagation de fissure peu visible).

Seules les méthodes acoustiques donnent quelques résultats [13J. Pour notre part,
nous avons utilisé un système de détection original et simple.

Le contour de la fissure a été enduit de peinture conductrice (du genre la-
que d'argent) suivant le schéma de la figure 6. Les deux côtés de l'éprouvette
ont été peints puis reliés électriquement en série.

Alimentation

0

Figure 6
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Des essais nous ont permis de suivre la résistance de cette couche lors du

chargement. Une discontinuité particulièrement nette (si le temps de séchage est

convenable) a été relevée (figure Jb), un peu avant le maximum de la courbe P, ô.

p
Figure 7 a p Figure 7 b

160
---
200

250

~ tensionV
.

Tension électrique en fonction de la
charge appliquée.

~arquage des courbes P, G.

Cette discontinuité a été utilisée pour marquer la courbe P,c (figure 7a).

Un simple montage condensateur transformateur alimenté par une source à inten-
sité constante de 0,6 A avant rupture et limitée à 10 Volts lorsque la fissure

s'est propagée donne une sensibilité suffisante. (Figure 8). La discontinuité ne

s'accompagnait pas toujours de l'apparition microscopique d'une fente en fond de

fissure. Mais chaque fois qu'une telle fente existait, il y avait discontinuité
de tension.
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Figure 8

Cette discontinuité est due vraisemblablement à un écartement critique des

particules d'argent en surfaée de la fissure. Elle serait amplifiée par un effet

d'arc électtique, effet que l'on retro~vait lorsqu'on voulait refermer la fissu-
re nouvellement créée.
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3,4. Conditions d'essais,

Le système de charge et la chaîne de mesure sont indiqués sur la figure 8.

Le système de détection de l'amor ç.aga est également donné..

Les valeurs des forces et déplacemant permettant de calculer Vont été enre-

gistrés en même temps que les valeurs des forces àt ouverture de fissure mesurée

par un capteur de déplacement à inductance variable. Ceci permet d'en déduire KI
par la méthode habituellement pratiquée avec les matériaux métalliques [16J.

Une seule vitesse de déplacement a été utilisée: 5 mm/mm.

La température de la salle dans laquelle étaient stockées les éprouvettes

se situait entre 16° et 20°C. Les éprouvettes ont été conservées pendant 3 mois
dans cette salle afin d'amener le matériau à maturité. Sous forme de madrier de

225 x 75 mm le bois avait été amené auparavant à une humidité de 20 % par sécha-

ge programmé en étuve. Seules les éprouvettes ne présentant aucun noéud ou dé-
faut extérieur ont été testées.

Les essais proprement dits se sont déroulés à une température voisine de

20°C. L'humdité exprimée en pourcentage de bois sec mesurée juste après l'essai
se situait entre Il % et 13 %.

4. RESULTATS ET DISCUSSION.

4.1. Comparaison de V et K dans le domaine élastique.

On a porté figure 9 les courbes P, 0 obtenues avec une même éprouvette et
différentes longueurs de fissure. V a été déterminée, dans le domaine élastique

linéaire par la méthode des complaisances déjà expliquée (figure 10).

p
a. Figure 9 UN/m
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D'autre part, on a déterminé K en utilisant la formule classiqueU1]

K = pa 1),464 + 0,574
B H~

H2 ]
a2

a = a + a
0

a désigne une longueur fictive à déterminer par ajustement des courbes de

compla~sance théorique et expérimentale et permettant de tenir compte d'un effet
de rotation au niveau du front de fissure.

Cette correction doit être fai~même si le matériau est parfaitement élas-

tique et n'est pas spécifique de l'essai sur bois. Elle traduit simplement
l'inexactitude du calcul qui suppose les bras de l'éprouvette parfaitement en-

castrés. Notons qu'un autre modèle proposé parRANNINEN[I4] introduit les effets
de rotation en supposant une fondation élastique dans le ligament.

~:f-


