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Essaide définition
de quelquescomportementsrhéologiques

par J. MANDEL
Directeur du laboratoire de Mécanique des solides

de l'Ecole Polytechnique
17, rue Descartes,Paris V'

RESUME

On propose de baser la classification des princi-
paux comportements rhéologiques sur le caractère,
évanescent ou non, de l'effet d'un échelon ou d'un
créneau de déformation isochore. L'échelon établit la
distinction entre fluide, semi-fluide (cas particulier:
le cristal fluide) et solide. Le créneau établit la dis-
tinction entre viscoélasticité et plasticité. On fait
observer que la classification peut différer suivant
qu'on envisage l'effet sur toutes les propriétés phy-
siques ou seulement l'effet sur la contrainte d'équi-
libre; ce qui conduit à parler, par exemple, de fluide
au sens strict ou au sens large.

ABSTRACT

It is proposed to base the classification of the
principal rheological behaviours on the nature, fading
or not, of the affect of a step-like or a tooth-like
history of isochoric deformation. A step establishes
the distinction between a fluid, a semi-fluid (e.g a
fIuid-crystallJ and a solid. A tooth establishes the
distinction between viscoelasticity and plasticity. It
is worth noting that the classification may differ
according as the affect on ail physical properties or
only that on the equilibrium stress is considered;
this leads ta speak, for instance, of a fluid in the
strict sense or in the broad sense.

AVANT-PROPOS

Après notre exposé au 6ème Congrès international
de Rhéologie (Lyon, 1972), certaines retouches au
texte édité dans Rhéologica Acta nous ont paru
nécessaires. La principale est ]a suivante:

Les définitions proposées étaient basées sur le
caractère évanescent ou non des effets d'un échelon
ou d'un créneau de déformation. Par effet j'entendais
l'effet sur la réponse fonctionnelle (au sens de NolI)
à des déformations ultérieures, voire même l'effet
sur toutes les propriétés physiques. D'un point de
vue absolu ces définitions etàrent les plus satisfai-
santes, mais elles ne co"nduisent pas à des critères

pratiques. Il n'est guère possibile de s'assurer que,
longtemps après l'application d'un échelon, la réponse
fonctionneMe à toutes les déformations possibles est
redevenue la même qu'au départ, et encore moins
de s'assurer que toutes les propriétés physiques
sans exception sont redevenues les mêmes. Le rhéo-
logue se contentera d'examiner l'effet d'un échelon
de déformation sur la contrainte d'équilibre. Mais
alors pour un même corps la C'lassification pourra
être différente. C'est ce qui justifie la nouvelle rédac-
tion que nous présentons ici.

1NTRODUCTION

Il est sans aucun doute extrêmement téméraire
d'établir des classifications dans les sciences de la
nature. n est illusoire de chercher des définitions
rigoureuses. Et le premier enseignement de la rhéo-
logie est justement qu'il est difficile de distinguer
fluide et solide, puisque toute matière Nue.

Cependant pouvons-nous nous empêcher de nous
demander quel sens précis il faut attacher à ces mots,
si souvent employés en rhéologie: solide, fluide,
viscoélastique, plastique, etc ?.. Répondre à ces
questions est un besoin de .l'esprit; c'est aussi une
condition du progrès de la science.

La réponse peut être recherchée à l'échelle de la
micro-structure. Mais ce n'est pas la voie que nous
suivrons ici, car on peut espérer atteindre une géné-
ralité plus grande par l'étude du comportement
macroscopique. N'est-ce pas là ce qu'expriment les
mots: comportement solide, comportement visco-
élastique, etc. Sans chercher l'explication des phéno-
mènes, nous essayons simplement de les classer
d'après ce que nGUS observons de l'extérieur.

Pour ce qui concerne la distinction entre fluide
et solide, W. Noii (1) a apporté en 1958 une contribu-
tion remarQuable en se fondant sur les notions de
réponse fo~ctionnelle (2) et de groupe d'isotropie.
Dans une large mesure notre exposé fait appel aux
idées de Nol!. Cependant notre point de vue est légè-

(1) W. NOll: A mathematical theory of the mechanical be-
haviour of Continuous media. Arch. Rat. Mech. Anal. 2, 1958/59,
p. 197-226.

(2) Introduite par A.E. GREEN et R.S. RIVLlN.Arch. Rat. Mach.
Anal. 1, 1957, p. 1-21.
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rement différent. Au lieu d'invoquer le groupe d'iso-
tropie, nous ferons appel à la notion d'effet évanes-
cent à long terme (3), qui nous permettra d'établir
notamment deux distinctions fondamentales: distinc-
tion entre fluide et solide, distinction entre visco-
élasticité et plasticité.

Nous nous limiterons aux matériaux simples sui-
vant la terminologie de W. Nol!, ce qui signifie que
le tenseur contrainte a- dépend du gradient"}' de la
transformation, mais ne dépend pas des dérivées
spatiales de ce gradient. En outre nous supposerons
qu'il n'y a pas de liaison interne telle que l'incom-
pressibilité (invariance du volume quel que soit <1").

A partir d'une configuration K, dans laquelle ,le
corps e-st en équilibre, on impose une transformation

de gradient "'1(t], tenseur de composantes Yi;= ;;;
Xi désignant les coordonnées dans la configuration
K et Xi les coordonnées dans la configuration à l'ins-
tant t. W. Noll envisage la réponse fonctionnelle, Le.
la fonctionneille :

a-(t) = 9K [y(-t)J - 00 < 't <; t

qui dépend de la configuration de référence K. C'est
la nature de cette dépendance entre la fonctionnelle
et la configuration de référence qui est la base de
sa classification.

Cette dépendance ne fait évidemment que traduire
certaines propriétés spécifiques de 9K. Notre point
de vue va être de nous baser sur les propriétés de
la réponse à partir d'une configuration d'équilibre
bien déterminée, fixée et stable. D'autant plus que
le comportement peut dépendr~ de la configuration,
de même qu'il dépend de la température. Un corps
n'a pas un comportement unique. Il est nécessaire
de préciser la configuration d'équilibre envisagée.

Nous envisagerons seulement deux types de fonc-
tions Y('t) que nous nommerons échelon et créneau:

.'!

J \ ~...,.. .-

Fig. 1

a) Echelon (figure 1) : c'est le passage d'une valeur
constante "'10à une valeur constante YI en un temps
fini, sans préciser le mode de passage. L'effet à long
terme d'un échelon établira la distinction entre solide
et fluide.

b) Créneau (figure 2) : C'est un échelon d'amplitude
nulle (YI= Yo).L'effet à long terme d'un créneau de
durée limitée établira la distinction entre viscoélasti-
que et plastique.

(3) Elle ne coïncide pas avec la notion de mémoire telle
qu'elle a été précisée par Coleman (l'effet des valeurs actuelles
des variables est en dehors de la mémoire). Pour cette raison,
nous éviterons le terme de « mémoire» qui risquerait de créer
des confusions.

INDUSTRIE MINERALE
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FLUIIDE, SOUDE, SEMI-FrLUI'DE

Comportement fluide. Rappelons deux définitions
usuelles, dont on peut montrer l'equivalence :

1. Un corps est un fluide s'il reste en équilibre seu-
lement sous une pression isotrope.

2. Un corps est un fluide si la relaxation est totale
lorsque le volume n'a pas varié, Le. lorsque la
transformation imposée est un échelon « iso-
chore ".

Ces définitions simples suscitent diverses criti-
ques. On sait par exemple qu'un métal flue même
à la température ordinaire sous des contraintes très
faibles. Existe-t-i! un seuil pour le fluage? Certains
en doutent. De toute manière il est très difficile à
préciser. Or l'absence de seuÏ'l conduirait à dire, sui-
vant les définitions précédentes, que l'acier à la tem-
pérature ordinaire est un fluide.

W. Noll a donné une définition qui semble plus
satisfaisante: un corps est un fluide si la réponse
fonctionnelle n'est pas modifiée par un changement
isochore quelconque' de -la configuration K. De cette
définition on déduit que i) le fluide est isotrope, ii) il
n'e'xiste dans son passé aucun état privilégié (4), iii)
la contrainte actueHe eT (t) ne dépend que de l'histoire
des déformations relatives (Le. rapportées à la confi-
guration actuelle). Toutefois, et ce point semble être
passé inaperçu, on ne retrouve la condition d'équilibre
sous pression isotrope (ou de relaxation totale) que
moyennant l'hypothèse suivante, implicitement
admise: le fluide n'a aucun souvenir des transfor-
mations qui lui ont été imposées dans un passé très
lointain. Cet énoncé implique notamment la relaxa-
tion totale des contraintes, mais il est plus fort,
parce qu'n concerne toutes les propriétés physi-
ques actuelles. En particulier la réponse fonctionnelle
est indépendante d'un changement de configuration
isochore effectué dans un passé infiniment lointain,
ce qui redonne la définition de W. Nol!. Nous pouvons
donc adopter la défi:1ition suivante (plus complète
que celle de Nom:

Un corps a le comportement fluide dans une confi-
guration K, si toute trasformation échelon iso-
ch ore (5) à partir de K (à température constante) a

(4) Idée déjà exprimée par J.G. OLDROYD - Proc. Roy. Soc.
A 200, 1950 (note p. 535).

(5) Nous disons transformation, ce qui est plus général que
déformation. Une rotation est une transformation isochore parti-
culière: l'isotropie du fluide en équilibre en résulte.



un effet évanescent. Par effet, nous entendons ici
l'influence sur toutes les propriétés physiques.

L'ensemble EK.Pour un corps quelconque nous défi-
nirons le comportement (Huide, solide, semi.fluide)
dans une configuration /(, grâce à l'ensemble El<des
transformations par échelon, à partir de /(, dont l'effet
est évanescent (6). Toute configuration déduite de /(

par une des transformations de El< jouit par hypo-
thèse des mêmes prapriétésque /(. Le comportement
est donc ,le même pour toutes ces configurations.

Le comportement est fluide si l'ensemble El<est
le groupe des transformations isochores, encore
appelées transformations unimodulaires directes. Si
le comportement est fluide dans une configuration,
il l'est encore dans toutes les configurations de
même densité (à la même température). On peut donc
parler de fluide (à température et densité données)
sans préciser la configuration. El< contient notam-
ment le sous-groupe des rotations, ce qui entraîne
l'isotropie du fluide en équilibre.

Comportement solide. Suivant la terminologie
usuelle un corps est solide s'il existe pour le dévia-
teur des contraintes un seuil en.deçà duquel les défor-
mations restent l'imitées. Comme on ,j'a déjà dit, cette
notion de seuil soulève des difficultés. W. Noli a
proposé la définition suivante: un corps est un solide
s'il existe des configurations, dites non distordues,
telles que la réponse fonctionnelle soit modifiée par
tout changement non orthogonal, Le. par tout change-
ment de forme, de la configuration de référence.
Notre point de vue est à peine différent, mais nous
considérons des changements de forme réellement
effectués dans un passé lointain.

1. Cas d'une configuration d'équi:libre sous con-
trainte isotrope. Il est possible que dans cette confi-
guration le corps soit isotrope ou possède des direc-
tions de symétrie, Le. conserve ses propriétés quand
on lui impose, soit une rotation arbitraire, so.it cer-
taines rotations particulières. Par contre tout chan-
gement de forme modifie d'une manière permanente
les propriétés d'un solide.

2. Cas d'une configuration d'équilibre sous une
contrainte non isotrope. Il est possible qu'on puisse
se ramener par une transformation élastique de gra-
dient F à une configuration du type précédent, dans
laquelle une rotation n ne modifie pas le comporte-
ment, puis rétahlir la contrainte initiale par la trans-
formation F-1. La transformatoin T = F-1 n F ne
modifie pas les propriétés du corps. Une telle trans-
formation qui sera dite orthogonalisabJe par F r7)
peut donc ne pas modifier les propriétés d'un solide.
Ceci nous conduit à proposer ,la définition suivante:

Le comportement est solide dans la configuration
K (8) si l'ensemble El<ne contient, dans un voisinage

(6) El< ne contient que des transformations isochores: un
changement de densité a toujours des effets non évanescents.

(7) les transformations orthogonalisables jouissent des mê-
mes propriétés que les transformations orthogonales en ce qui
concerne leurs valeurs propres. Car [es valeurs propres de T
sont les mêmes que celles de n -{soit 1. ei", e-i", " réel).

(S) Nous ne considérons que des configurations d'équilibre
stables.
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suffisamment proche de /(, que des transformations
orthogonalisables par une même transformation F
(qu'on peut supposer symétrique).

La restriction à un voisinage de /( a pour but d'éli-
miner la possibilité de transformlations (non ortho-
gonalisables) comportant une déformation plastique
sans écroui8sage.

La négation du comportement solide ne donne pas
le comportement fluide, mais le :

Comportement semi-fluide. Le comportement est
dit semi-fluide dans une configuration /( si, dans
n'importe quel voisinage de K, l'ensemble El< contient
des transformations non orthogonalisables. Exem-
pies: 1

1. Corps parfaitement plastique à la limite d'écou-
lement. La déformation plastique ne modifie p.as dans
ce cas les propriétés du corps, dbnc son comporte-
ment est alors semi-fluide. Il n'en' est pas de même
lorsqu'j.( y a écrouissage (9).

2. Cristal-fluide. Si le comportement est semi-
fluide dans une configuration d'équilibre sous con-
trainte 'isotrope on a un cristal fluide (qui ne peut
rester en équilibre que lorsque de'ux des contraintes
principales sont égales) (10).

3. Divers corps théoriques défi'nis par des équa-
tions différentielles posées à pli'iori, par exemple
les corps hygrostériques de W. !}Joli, corps définis

1 . D(J" <LÀ t
.

par une re atlOn entre eT, Ot et 'v, enseur vitesse
de déformation. Leur comportement est en général
semi-Nuide mais péut être fluide ~u solide pour cer-
taines expressions des coefficient's de la relation.

Le fluide est évidemment un cas particulier de
semi-fluide, plus précisément d~ cristal-fluide. En
effet pour un cristal fluide l'ensemble El< est un sous-
groupe du groupe unimodulaire di,rect. Si, dans une
configuration K, il Y a isotropie (non seulement du
tenseur (J"I mais de toutes les propriétés), El< contient
le groupe des rotations. Alors, d'après un théorème
de W. NolI, l'ensemble El( est le grouoe unimodulaire
direct tout entl'er; donc on a un fluid-e.

Remarques. - Nous avons souligné que le type
de comportement peut dépendre de la configuration /(

(ou de la contrainte d'équilibre) et jdela température.
Nous ferons à ce sujet ,les remarques suivantes:

1. Le type de comportement est lie même pour deux
configurations déduites l'une de l'autre par rota-
tion (11), ou par une des transfonnations de l'ensem-
ble El<. '

(9) lorsque la résistance à la déformation augmente, on a le
comportement solide, lorsqu'elle diminue la configuration 1<est
instable.

(10) Il s'agit des corps dits smectiques. les autres corps
mésomorphes (nématiques, cholestériques) ne sont pas des
corps matériellement simples.

(11) Soit ,,' déduite de 1<par la rotation R (X' = RX). Si la
transformation y par rapport à 1<est à 1effet évanescent, de
même par rapport à 1<'la transformation Yi' = R Y R-I.

15 septembre 1974
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2. Dans la plupart des cas il reste le même quelle
que soit la configuration dans un «ouvert» de
l'espace des configurations. On peut parler de fluide,
de solide, de cristal-fluide, de semi-fl.uide hygro-
stérique, sans préciser la conHguration dans un cer-
tain domaine. Il n'en est pas de même pour le com-
portement parfaitement plastique.

3. Si, pour tout échelon non orthogonalisable, dans
un voisinage de K, la relaxation de la contrainte n'est
pas totale, nous dirons que le comportement est
solide au sens strict. Cette notion se rattache à la
classification des comportements qu'on obtient en
substituant, dans toutes les définitions à l'ensemble
EK ,l'ensemble FK =:JEl<des transformations échelons
pour lesque,lIes la relaxation des contraintes est
totale (classification moins satisfaisante théorique-
ment, mais plus commode pour l'expérimentateur). La
qualification du comportement (dans une même confi-
guration) peut dépendre de la olassifioation adop-
tée (12). La relation entre les deux classifications
(par l'effet sur l'ensemble des propriétés physiques
ou seulement sur la contrainte d'équilibre) est indi-
quée ci-dessous:

Toutes propriétés
1physiques (El<)

Contrainte d'équilibre 1 Solide
seulement (E,,') 1 Strict

1 Semi-fluide 1 Fluide

i Semi-fluide 1 Fluide large

Solide

VISCOELASTICITE ET PLASTICITE

Ici nous utilisons la réponse de la contrainte (]" à
un créneau de y, ou plus simplement à un créneau
de déformation E (car une même rotation appliquée
puis retirée est sans effet sur (]"). Nous considérons
les transformations créneaux de E (de durée limitée)
dont l'effet est évanescent. En particulier la con-
trainte revient à sa valeur initiale au bout d'un temps
infini; nous dirons qu'il y a effacement total des
contraintes (il s'agit en fait des variations des
contrainte~).

(12) L'exemple suivant nous a été indiqué par R.S. Rivlin.
Soit un corps défini par une équation:

a + b tr ,.f,

cr = -- 9J - p (p, T) 1
"" rJ.+ (3tr C "" """"

où a, b, Ct.,(3 sont des constantes, C = yt y est le tenseur de
r"-' r"-' r"-'

Cauchy à partir d'une configuration 1<0, 9J le tenseur vitesser"-'

de déformation, p un scalaire fonction de p densité et T
température. Ce corps est un fluide au sens large puisqu'il ne
peut rester en équilibre que sous une pression isotrope p (p, T).
I! est semi-fluide au sens de Nol!. En effet on vérifie aisément
que si l'on remplace la configurationKo par une autre configu-
ration qui ne s'en déduise pas par une transformation ortho-
gonale, le facteur de 9J ne conserve pas la même forme. Par
conséquent, une transformation isochore non orthogonale mo-
difie la réponse fonctionnelle.

INDUSTRIE MINERALE

Cette notion d'effacement n'ayant guère été jus-
qu'ici utilisée en rhéologie, quelques commentaires
s'imposent avant de passer à la définition de la visco-
élasticité. L'effacement est la propriété duale de la
recouvrance (échange de (]" etE). Pour définir la
recouvrance on considère un créneau de contrainte.
Si, au bout d'un temps infini, la déformation revient
à zéro, la recouvrance est totale. Mais la recouvrance
totale ne permet pas de définir correctement la visco-
élasticité, puisqu'un fluide viscoélastique n'a pas en
général une recouvrance totale. La relation entre
les deux propriétés est fournie par les deux propo-
sitions suivantes:

P. 1 - S'il n'y a pas de liaisons intérieures, recou-
vrance totale quel que soit le créneau de (]"

implique effacement total quel que soit le
créneau de E (13).

P.2 - S'il n'y a pas de relations entre les contrain-
tes à l'équilibre, effacement total, quel que
soit le créneau de E, implique recouvrance
totale (quel que soit le créneau de (]").

Définiton du comportement viscoélastique

Nous pouvons ici utiliser les 2 modes de classifi-
cation:

Viscoélasticité stricte:

Le comportement est strictement viscoélastique
dans la configuration K si l'effet sur toutes les pro-
priétés physiques de n'importe quelle déformation
créneau à partir et dans un voisinage de K est éva-
nescent. Cet énoncé implique notamment l'efface-
ment total des contraintes, mais il est plus fort,
parce qu'il concerne toutes les propriétés physiques,
en particulier la réponse fonctionnelle.

Viscoélasticité au sens usuel:

Le comportement est viscoélastique dans la confi-
guration K si pour n'importe quelle déformation cré-
neau à partir et dans un voisinage de K l'effacement
des contraintes est total.

Un fluide est viscoélastique dans toute configura-
tion (quel que soit le mode 'de classification adopté).
En effet un créneau est un cas particulier d'échelon
isochore.

Pour 'LIn fluide la proposition P 2 n'implique pas
qu'il y ait recouvrance totale puisqu'il y a des rela-
tions entre les contraintes à l'équilibre.

DG même unsemi-fluide peut être viscoélastique
(sens usuel) sans qu'il y ait recouvrance totale pour
un créneau de contrainte.

Un solide peut être viscoélastique au sens usuel
dans un certain domaine (à 6 dimensions) pour le
tenseur contrainte d'équHibre. Puisque dans ce
domaine il n'y a pas de relations entre les contraintes
à l'équilibre, il y a recouvrance totale.

(13) En effet, la recouvrance totale prouve que, en équilibre
E = f (cr), relation inversible, à condition d'exclure les positions
d'équilibre instable, lorsque les six composants Ëij sont in-
dépendantes.



Comportement plastique

Pour retrouver le sens usuel (comportement d'un
solide 10rsqu'i,1reçoit des déformations permanen-
tes sans se fissurer), nous devons rattacher la défi-
nition de ce comportement à la olassification par la
contrainte d'équilibre (14).

Nous dirons que le comportement est plastique
dans la configuration K si, dans n'importe quel voi-
sinage de /(, il existe des transformations créneaux
de E n'entraÎnantpas de fissuration et pour lesquelles
l'effacement n'est pas total. D'après la proposition
P 1, la recouvrance ne l'est pas non plus pour cer-
tains créneaux de contrainte (s'il n'y a pas de liaisons
intérieures, ce qu'on a supposé au départ). Autrement
dit il Y a des déformations permanentes.

La question du seuil de plasticité. On définit habi-
tuellement le comportement plastique par l'existence
d'un seuil du déviateur des contraintes pour les
déformations permanentes, ceci afin de distinguer le
corps plastique du fluide pour lequel le seuil serait
nul.

Notre définition a l'avantage d'être affranchie de
la notion de seuiL Si le seui,1 est nul, le domaine
d'élasticité est réduit à zéro, sans que pour autant
le comportement soit celui d'un ~Iuide. La propriété
commune avec le fluide est l'existence de déforma-
tions perman9ntes pour une variation des contraintes
aussi petite que l'on veut. Mais pour le fluide, il
y a effacement total, pour le solide plastique non.

De plus, l'équilibre du solide plastique de seui>!
nul n'exige pas que le tenseur des contraintes soit
isotrope. Enfin pour ce solid~ les déformations per-
manentes sont limitées par l'écrouissage. Du fait
de l'écrouissage, ou bien, après déformation le seuil
cesse d'être nul (tel est le cas du cuivre électro-
lytique dont le seuil, à l'état naissant, est nul, mais
ne l'est plus après déformation), ou bien on a un
solide dont le domaine d'élasticité reste ponctuel,
mais dépend des déformations permanentes subies.
Cette conception étant peu courante en plasticité
(parce que le modèle classique est celui du patin à
frottement sec), nous donnons ici deux exemples:

1. Un sable lâche et sec subit des déformations
permanentes pour des variations de contrainte très
faibles. Le domaine d'élasticité, s'il existe, est
d'étendue très faible. Ce cas n'est pas exceptionnel.

(14) On peut concevoir qu'il y ait effacement total, sans que
le corps ait retrouvé toutes ses propriétés physiques: il n'y
aurait pas viscoélasticité stricte, mais il paraît difficile d'utiliser
le terme de plasticité dans ce cas.
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Fig. 3

Pour la plupart des matériaux la limite d'élasticité
ne peut être définie que d'une manière convention-
nelle.

2. Considérons un modè!e formé d'éléments placés
en série (figure 3). Chaque élément est constitué par
un ressort et un patin à friction en parallèle.

Les seuils des patins sont: Sl ;?>S2.. ;?>Sn. L'éten-
due du domaine d'élasticité est donc 2 Sn (15).

Si nous prenons une suite infinie d'éléments de
seuils décroissants, telle que Sn tende vers zéro
quand n tend vers l'infini, nous obtenons un modèle
qui reste en équilibre sous n'importe quelle con-
trainte (ce n'est donc pas un fluide) et dont cepen-
dant le domaine d'élasticité reste toujours nul.

Signalons sans insister que les phénomènes de
radoucissement et de thixotropie sont encore des
exemples d'évanescence de certains effets (un cré-
neau de contrainte entraîne des déformations perma-
nentes, mais les autres effets physiques sont éva-
nescents).

CONCLUSION

On a essayé d'établir une classification basée sur
l'effet à long terme d'un échelon ou d'un créneau de
déformation sur l'ensemble des propriétés physiques.
1/ a d'ailleurs paru nécessaire dans certains cas
(plasticité) et plus commode dans tous les cas de
faire appel à une classification un peu différente
basée sur un seul effet; la contrainte permanente.
Si imparfaite soit-elle notre tentative fait du moins
apparaÎtre que les effets à long terme jouent un rôle
essentiel dans la classification des comportements
rhéologiques.

(15) En effet s'il y a glissement du patin n vers la droite sous
l'action d'une contrainte Rn + Sn, Rn désignant la tension du
ressort n, il y aura glissement vers la gauche si la contrainte
devient Rn - Sn. Lorsqu'on diminue la contrainte (J", les patins
se bloquent, mais la vitesse de déformation s'inverse quand la
contrainte a diminué de 2sn. .
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Viscoélasticiténonlinéaire
et calculsymbolique*

par C.
Dr. Ing., Délégué Scientifique

du Centre technique des Tuiles et Briques

HUET

RESUME

Par deux publications faites en 1972 [39], [40],
nous avons présenté une méthode, basée sur l'emploi
de !a transformation de Laplace-Carson à plusieurs
variables, et qui permet de faciliter le calcul de la
réponse d'un matériau viscoélastique non linéaire
pour une histoire quelconque de la sollicitation.
Notre présentation initiale concernait le cas tri-
dimensionneL Nous traitons ici le cas uni-dimension-
nel, ce qui rend plus accessible l'assimilation du
principe de la méthode. Dans le même but, des exem-
ples d'application sont fournis.

En outre, nous présentons en annexe les démons-
trations de 8 propriétés de la transformation de
Carson multiple appliquée à des tenseurs que,
dans nos publications précédentes, nous avions pré-
sentées et utilisées sans démonstration. Enfin,
comme nous l'avons montré en [41], la méthode
s'applique sans difficulté à des systèmes physiques
héréditaires quelconques. Ceci permet de traiter le
cas de matériaux viscoélastiques sensibles à des
variations de l'environnement physique.

SUMMARY

ln two papers of 1972 [39], [40], we presented a
methad, based an mufti-variables Laplace-Carsan
transfarm. permitting an easy calculatian af the
respanse of non-linear viscaelastic materials ta
stresses ar strains varying versus time. That was
in the three-dimensian case. Here, we try ta facilitate
the understanding af the principles af the methad
by treating the one-dimension case, and giving a few
exemples. Furthermare we give, in Appendix, demans-
tratians af 8 praperties af tensoriel Carson trans-
farms, that were given in the first twa papers, but
withaut demanstratian. The seme methad Gan easily
be applied ta general hereditary systems, as we
showed in [41]. This permits an easy treatment af
viscoelastic materials shawing praperties madified
by variations af physical enviranment.

* Conférence prononcée le 22 mars 1973 devant le Groupe
Françaisde RMologi8.
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INTRODUCTION

L'utilité de l'aide que le calcul symbolique apporte
aux rhéologues dans les problèmes de viscoélasticité
linéai're n'est plus à démontrer, et les membres du
Groupe français de Rhéologie, qui sont aussi lecteurs
de ces Cahiers, savent de longue date (cf. [1] [2]
[3]) comment, dans ce cas tous les problèmes de
viscoélasticité, tant dynamiques que statiques, se
trouvent ramenés à des problèmes d'élastostatique.

Ceci a permis à la viscoélasticité linéaire de cons-
tituer très tôt un corps de doctrine complètement
cohérent, et susceptible d'applications en grand nom-
bre. A titre d'exemple, citons celles que nou~"avons
nous-mêmes eu l'occasion de réaliser ([4] à' [10]).

La situation n'est pas exactement la même en ce
qui concerne la viscoélasticité non linéaire, pour
laquelle beaucoup de problèmes restent à ré~oudre.

Nous avons récemment été amenés (cf. [39], [40]),
à proposer une méthode utilisant également le calcul
symbolique, et pouvant apporter une certaine aide
dans le traitement des problèmes de viscoélasticité
non linéaire.

Cette méthode a déjà fait l'objet des publications
mentionnées en [39] et [40]. Ces publications
avaient cependant été rédigées de façon à présenter,
sous un volume aussi restreint que possible, des
resultats visant à atteindre le plus haut degré de
généralité, et ce au détriment peut-être de la facilité
d'assimilation. .

C'est pourquoi il nous a été demandé de présenter,
à l'intention des membres du Groupe, un exposé de
la méthode sous une forme, peut être moins générale.
mais a caractère plus didi;lctique, demande à laquelle
nous tentons de répondre bien volontiers.

Alors qu'en viscoélasticité Ilinéaire, on utilise
la transformation de Carson à une variable, nous ver-
rons que, dans le cas non linéaire, la forme des
expressions conduit à employer la transformation de
Carson à plusieurs variables, dont nous aurons à
rappeler quelques propriétés. Nous verrons en outre
que nous aurons à modifier quelque peu cette trans-
formation en la combinant avec une autre transfor-
mation qui permettra d'obtenir les résultats utiles
et, en même temps, fournira des limites aux possi-
bilités de la méthode.



1. RAPPELSSUR lES EQUATIONS
DE COMPORTEMENT RHEOlOGIQUE

DANS lE CAS UNIDIMENSIONNEl

On sait que, dans le cas général, la contrainte au
temps t dans un élément de volume initialement au
repos et soumis entre 0 et t à une histoire de la
déformationE (t) s'exprime, s'il n'y a pas vieillisse-
ment (*), par une fonctionnelle de la forme.

t
<T(t) = 9 [<T(t - "J]

,,=0

De la même façon, si c'est une contrainte <T(t)
qui est imposée, la réponse en déformation E (t) sera
une fonctionnelle de l'histoire de <T:

t
E(t) = fi [E(t - "JJ,,= 0

(1)

(2)

Dans le cas linéaire, les fonctionnelles sont
linéaires et, d'après le théorème d'Hadamard, on peut
toujours les représenter par une intégrale. On aura
par exemple pour fi

E(t) = l!(t - ,,) ;. (,,) d"

où f (t) est une fonction, la fonction fluage, indépen-
dante de la contrainte.

La borne inférieure 0- signifie que la réponse à
l'instant zéro est introduite sous le signe d'intégra-
tion, (3) étant équivalente à

E(t) = f(t)IT(o) + (t(t - ,,):r (,,) d" (4)J 0+

(3)

Dans (3) les termes de l'intégrande sont donc pris
au sens des distributions.

Dans le cas ou la fonctionnelle est non linéaire
on pourra également lui donner une forme intégrale,
cette fois par un développement en série d'intégrales
multiples (développement de Fréchet-Riesz) :

E (t) = i~l (t-"d:r ("1)d"l

+ 1: 1!2(t-"l' t-"2);'("1);'("2)d"ld"2 +...
(5)

où les fi sont des fonctions fluage indépendantes de
la contrainte.

Il suffira, pour pouvoir écrire (5), que la fonction-
nelle soit continue (théorème de Fréchet), en un sens
à préciser. En gros, on peut dire que la continuité de
la fonctionnelle exprime le fait qu'à deux histoires
de la contrainte « infiniment proches» correspon-
dent deux réponses infiniment proches pour les évo-
'lutions de la déformation (les expressions « infiniment
proches» supposant la définition d'une distance,
dans l'espace fonctionnel des histoires). Cette hypo-
thèse étant plausible sur le plan physique, au moins

(*) cf. [16] à [18] pour une autre méthode opérationnelle
adaptésau cag visilli99gnt.
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dans un certain nombre de cas, le développement (5)
sera donc une expression réaliste de la fonction-
nelle, tout au moins si ['on borne -le développement
à un certain nombre n, servitude imposée par la
nécessité de déterminer expérimentalement les fonc-
tions f;, qui sont des fonctions à i variables (i = 1 à n).

On trouvera dans la littérature (cf. notamment
Lockett [43]) la façon dont peut se faire cette déter-
mination qui demande un grand nombre d'expériences
de fluage avec plan de chargement en escaliers (le
nombre minimal de marches nécessaire étant égal à
l'ordre n de la fonction fn à déterminer).

La réponse à une contrainte constante s'écrit en
effet:
Eo (t) = fI (t) <To+f2 (t, t) <T02+ + fn(t. ..., t) lTun+ ...

Si l'on se limite à l'ordre 2, la réponse à un esca-
lier à deux marches fera elle intervenir fI (t), fI (t - tu),
fdt, t), fdt, t-to), fg(t-to, t) et fg(t-to, t-to).

Déterminer f2 ("l, "2) revient à déterminer f2(t, t-to)
pour toutes les valeurs de to (on montre qu'on peut
prendre f2 symétrique). Il y faut donc une infinité
d'expériences. En fait on en prendra un nombre fini
et l'on interpolera.

2. RAPPELSSUR l'UTiliSATION
DU CALCUL SYMBOLIQUE DANS lE CAS llNEAIRE

ET COMPARAISON AU CAS NO~ LINEAIRE

Dans le cas linéaire, on applique à (3) (par exem-
ple) la transformation de Carson définie pour une
fonction g (t) quelconque, par:

g* (p) = p r:-vt g (t) dt c g (t)<vol

Cette transformation algébrisant la dérivation et la
convolution, et conservant les constantes (ce que ne
fait pas la transformation de Laplace] on obtient:

E* (p) = f* (p) <T*(p) (8)

relation de même forme que la loi de Hooke du cas
élastique:

(7)

E=f<T (9)

C'ast cette propriété de ramener à la forme de la
loi de Hooke, tout en facilitant .Ie calcul du produit
de convolution, qui donne toute sa puissance à la
méthode.

Or, dans le cas non linéaire. on constate d'après (5)
que le développement apparaît comme la somme de
termes ayant à peu de choses près la forme de convo-
lutions multiples.

La forme du terme d'ordre k est en effet

l
t

~
t "

Ek= ... h(t-"l,...,t-,,;,) <T("l)...IT('tk)d"l...d,,/;
0- 0-
~ (10)

alors que la convolution multiple entre deux fonc-
tions dE!k vtlritlbl~ss'exprimepar
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h (Xl, ..., XIe)=

l Xl

~
Xk

... f(xl-'tl,...,xk-n)g ('tl,'t2...,n) d'tl...d'tk (11)
0- L' 0-

On pourrait prendre en effet . .
f= fIe; g('tl,...,'td= a-('tl)...a-('tk) (12)

Sachant, comme nous le verrons plus loin, que la
transformation de Carson à plusieurs variables algé-
brise la convolution multiple sous la forme

1
h*(pl,...,pk) = f* (pl,...,pk)g* (Pl,...Pk) (13)

Pl... Pk

on aurait le moyen d'algébriser (10) et donc (5).

Ceci ne peut se faire du fait que, dans (5), on a
Xl = X2 = = Xk = t (14)

ce qui rend impossihle l'application de la transfor-
mation de Carson multiple sans une transformation
préalable des termes du développement (5).

Nous nommerons pseudo-convolution multiple la
forme (10). Remarquons que cette pseudo-convolu-
tion est une opération linéaire par rapport à fk, ainsi
que par rapport à g définie parla seconde équa-
tion (12), g étant elle-même mu~tilinéaire par rapport
aux ,:r ('ti).

3. DESCRIPTION
DE LA TRANSFORMAnON PROPOSEE

Pour le terme d'ordre n, nous venons de voir que
l'on doit faire précéder l'application de la transfor-

mation de Carson à n variables, que nous noterons
en, par une transformation préalable, que nous note-
rons 9Jn.

La transformation ven que nous proposons d'appli-
quer à un développement d'ordre n sera donc le pro-
duit d'une dissymétrisation 9Jn d'ordre n par la trans-
formation de Carson à n variables en:

ven { E (t) } = en 9Jn { E (t) } (15)

3.1. Première transfQrmation : Dissymétrisation 9Jll

Nous définissons la dissymétrisation d'ordre n, 9Jn,
comme s'appliquant à une intégrale multiple du
type (10) de la façon s'uivante (pour k=n) :

9J" { En (t) } = €n(tl, 0'" tn) =

r.~: Ifnt?tl-'tl,...,tn-'tn)(;-('tl)...(;.('tn)d'tl...d't" (16)J 0- J~-

On a donc remplacé t par le ti approprié, d'une
part sur les bornes supérieures des intégrales, d'au-
tre part dans les arguments de fIl. Les fi sont une
collection de n arguments arbitraires.

Pour 0 < k < n, nous pourrons, en tenant compte
de

l-~(t-'t)O('t)d't = i>('t)O (t-'t)d't = y(tJ = 1
(17)

(où y et 0 sont respectivement la fonction échelon
de Heaviside, et sa dérivée la distribution de Dirac)

écrire (10) sous la forme:

"t

l
t

Ek(t) = /.., fk(t-'tl,...,t-n) y(t-'tk-ta...y(t-'tn)d- ('tl)...(;-('tk)O('tk+l)...O('tn)d'tl ...d'tn./ 0- 0-
ntots

(18)

L'application de la définition (16) donnera alors

r~ r~ . .
9Jn{Ek(t)}= Jo:""Jo!k(tl-'tl,...,tk-'tk)y(tk+l~'tk+l)...y(tn-'tn) IJ('tl)...a-('tk) O('tk+l)...O('tn)d'tl...d'tn (19)

soit d'après (17), en effectuant les intégrations V 'k+l <:::'ti <:::'tn:

r t, r tk

9Jn{ Ek(t}} = Jo:"" J!::(tl-'tl,..., tk-n) (;.('tl)... (;.('tk) d'tl...d'tk = 9Jk{ Ek(t}}
(20)

Ainsi définie par (16) on peut donc dire que 9J" jouit de la propriété de récurrence suivante:

9Jn{ Ek(t)} = 9Jd Ek(t}} \j o<k<:::n (21)

De plus, d'après (16), 9Jn est évidemment linéaire:

9Jn{ ÀEn'(t) + flE"(t)} = À9Jn{ En'(t)} + fl 9Jn{En"(t)}

où A 6t f1oôont deô GOn5tant65.

INDUSTRIE MINERALE
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Le développement (5). limité à l'ordre n, pouvant,
moyennant la définition (10) de €k (t), s'exprimer sous
la forme:

€(t)
n
~ Ek(t)

k=l
(23)

on pourra lui appliquer la transformation 9J n par
n

S (tJ, ..., tnJ = 9Jn { E (t) } = ~ 9Jk {€k (t) }
k=l

Réciproquement, connaissant Ë (tJ, ..., tn), on en
déduira immédiatement € (t) par

€ (t) = 9Jn-J {s (tJ,..., tn) } = :E(t, ..., t)
9J" est donc immédiatement inversible.

(24)

(25)
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On remarquera que 9Jn { E (t) } n'est pas définie de
façon univoque, du fait du caractère d'arbitraire
laissé, d'une part à l'ordre dans ,lequel on prend les
fi, d'autre part à la façon dont nous avons transformé,
par (18) le développement (10) en une fonction fai-
sant intervenir les arguments 'Ck+J à 'Cn. Nous verrons
que ceci limite dans une certaine mesure les possi-
bilités de la méthode.

Par contre, une fonction "S(tJ, ..., tn) étant connue, sa
transformée par la transformation inverse 9Jn-J est
unique, propriété qui confère finalement à la méthode
son utilité en garantissant la valeur des résultats.

3.2. Deuxième tr:Jnsformation : transformation de Carson à n variables e"
Par extension de la transformation de Carson à 1 variable, on peut définir l,a transformée de Carson à n

variables par

(00 (00 (OX) -(P'T+P!72+"'+PnTn)

en(fJ= PJP2...PnJo Jo "'Jo e . f('CJ,...,'CnJd'CJ...d'Cn

Nous désignerons l'application à f de cette transformation par la not-ation:

f (tJ, ..., tn) :::>fn* (pJ, ..., pn)
n

(26)

Pour l'étude de cette transformation, on pourra se reporter à Poli et Delerue [14]. Des tables de' trans-
formées et de leurs inverses ont été établies par Ditkin et Prudnikow [33] pour les cas de n = 1 et 2 (cal-
cul symbolique à 1 variable CSJ et calcul symbolique à 2 variables CS!).

Si l'extension du CSJ au CS! présente certaines difficultés sur le plan mathématique, il n'en est plus ainsi,
lorsqu'on les a résolues, pour l'extension du CS! ,au CSn avec n entier fini quelconque (cf [14] et [15]).

Nous utiliserons dans la suite, les propriétés suivantes du CSn scalaire:
- linéarité: 8J fJ + 81 fi :::>8! {/,* + 82 f2"* \J 8J,81 = Ctes

n

- récurrence: f (tJ, ..., tn-d :::>fln-k)* (pJ, ..., pn-d V k = 1, n
n

- algébrisation de la convolution multiple:

J:
tl

J:
tk

... f(tJ-'CJ ,t,'-'t,Jg('tJ,...,'tli) d'Cl...d'Cl':::>
0 0 n

- algébrisation de la dérivation:

f (t;) :::> Pi f* (p;)
n

(28)

(29)

1
fk* . gk* (30)

pJ... PI'

\/ f(a) = 0 (31)

(ce qu'il e,st toujours possible de supposer dans notre cas par choix de l'origine avant toute application des
sollicitations).

D'après les propriétés (29), (30) et (31), on aura pour la transformée Skn* (pJ,... Pk) par en de la fonction
de k variables Ek (tJ, ..., tkJ définie par (20) :

s~ (tJ, ..., tk) :::>f.kn* (pl, ..., Pk) = I.k* (pJ, ..., Pk) (J'*(pJ)... (T* (pd
n

où l'on a

(32)

fk* (pl, ..., Pl,) C f (tl, ..., t.] ; (T* (Pl) ca- (tl)
k 1

La linéarité (28) de e" permettra alors de mettre (24) sous la forme

(33)

n

Ën* (pl, ..., pn) = ~ h"* (pl, ..., pn)(J'* (Pl)... o(J'*(Pk)
. k=l

(34)

3.3. Résultat final

L'expression (34) est la transformée par e" de de € (t). C'est donc la transformée par gen de E (tJ,
E (tJ, ..., tn) qui est elle même la transformée par 9J n soit, en posant (J'* (p;) = (J';*.

i = %11 { i (t) } = en <;On{ i (t) } = fl* (Tl* -j- f,u (Tl* (T,* -j- III -j- fll"* crl* a-,* ." (1'11* (35)
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Pour n = 1, on a

%l{ E(t)} = el{ E(t)} = f1*fT1* (36)

et on retrouve le traitement habituel de la viscoélas-
ticité linéaire. '

On a ,donc, grâce à la transformation %n, trans
formé le développement intégral (5) en un développe-
ment polynômial qui généralise le cas linéaire.

Pour la contraintefT (tJ. on aura de la même façon
avec des notations évidentes:

A

fT = %n { fT(t) } = en <])n{fT (t)}
(37)

- f1* E1* + f22* E/' E2* +... + fnn* E/... En*

Il faut noter cependant une différence essentielle
entre le cas linéaire traité par Carson à une variable,
et le cas non linéaire traité ici par %n. C'est que,
dans le cas linéaire, aussi bien les termes du membre
de gauche que ceux du membre de droite sont des
transformées de Carson, ce qui permet toutes les
manipulations algébriques courantes (par exemple la
division par fT*). Par contre, dans (35) par exemple,"
E est une transformée par %n, alors que les fonctions
intervenant dans le membre de droite (1;'*, ou fTk*
par exemple), sont, non pas des transformées par%n,
mais des transformées de Carson. On n'a par exem-
ple pas le droit de diviser deux membres par 'fTi'"

et d'inverser le résultat obtenu en appliquant %" -1 :
cela n'aurait pas de sens du fait que le membre de
droite ainsi manipulé ne serait plus une transformée
par %n.

Pour éviter le risque d'effectuer de tel,les manipu-
lations algébriques, il sera préférable d'utiliser (35)
et (36) sous les formes suivantes, qui mettent com-
plètement à l'abri d'erreurs éventuelles:

E (t) = %n-1{ f1* fT1* + f2* fT1* fT2*

+ ... + fnn* fT/... fTn* }
(38)

( )
îzp -1

{
* * + 2'" * '"

fT t = vu n f1 El f2 El E2

+ + n* * '"
}... fn El...En

(39)

avec
%.-1 = 9Jn-1 en-1 (40)

En effet, la transformation %n-1 étant définie, comme
9).-1 et en-l, de façon univoque,€ (t) est connue de
façon unique lorsque l'on connaît les fonctions fluage
généralisées h (t1, ..., tk) et fT(t), connaissance elle-
même nécessaire au calcul du développement (5).

Par conséquent, pour calculer E (t) connaissant les
h et fT (t), la démarche est la suivante:

1. Prendre la transformée de Carson simple fT* (p)
de fT (t).

2. Prendre les transformées de Carson à k variables
(k = 1 à n) des fonctions de k variables fk (t1, ..., tk)
connues.
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3. Effectuer les produits hk* fT/... fTk'" et leur
somme.

4. Inverser par la transformation de Carson inverse
en -1 l'expression ainsi obtenue. On obtient une fonc-
tion des n variables ti.

5. Faire ti = t 'il i = 1 à n (application de 9) n-1)

dans l'expression ainsi obtenue ce qui fournit le
résultat final cherché.

La même procédure s'applique pour le calcul de
fT (t) quand on connaît E (t) et le's fonctions relaxation
généralisées f1&(t1, ..., tn).

On notera que %n, produit de deux transformations
linéaires, est linéaire

%,.{ AE'(t) + }lE"(t)}

= A %n{c' (t)} + }l%n{ E"(t)} (41)

où A et }l sont des constantes. Il faut bien sûr distin-
guer cette propriété de la non linéarité de la fonc-
tionnelle par rapport à fT (t).

Les opérations (1) à (5) remplacent celles que l'on
aurait eu à effectuer dans l'utilisation directe du
développement (5), à savoir:

1. dérivation de fT (t)

2. calcul des produits

3. calcul des intégrales.

Que le passage par%n soit ou non plus avantageux
que le calcul direct est, comme dans le cas linéaire,
une affaire de cas d'espèce. L'utilisqtion de%. sera
grandement facilitée par les tables de correspondan-
ces fonctionnelles actuellement existantes. Nous don-
nons en Annexe 1 un résumé des principales corres-
pondances. On pourra se reporter également aux
ouvrages mentionnés dans la bibliographie.

3.4. Exemples

Montrons sur deux exemples la façon d'utiliser la
méthode.

Nous nous contenterons de calculer le terme non
linéaire d'ordre 2, l'extension aux ordres supérieurs
étant immédiate.

Exemple 1

Soit une fonction relaxation d'ordre 2 de la forme:

f2 (t1, t2) = A (t1 t2)-112 (42)

Elle se transforme par e2 en

ri'" (pl, p;) = A (- -;- )! (PlP2)+112
(43)

Imposons maintenant une première histoire de la
déformation de la forme

ê (t) .. B tl12 ::J
ê* (pl .. B (7)!p-1I2

(44)



On aura
rl* (pl, P2) €* (P1)E* (P2)

- AB$ (- ~) !(;)! (;)! (P1P$)'/$P1-1/2P2-1/2
= Cie (45)

%,,-1 conservant les constantes, l'inversion est
immédiate et l'on a

(T: (t) = Cie (46)

Le calcul direct aurait donné

. 1
€ (t) = . /-

2 v t
(47)

d'où

(T2 (t) =

i t

l t 1 1 1 1
- -= --== d 1:1 d 1:2 (48)

0- 0- 4 \/(t-1:1)(t-1:2) V 1:1 /1:2

L'intégrale double se sépare en un produit de deux
intégrales

1 i t d 1:1 i t d 1:2

(Ttft) = - /-~ X- (49)
4 0- \1 1:1(t- 1:1) 0- V 1:2 (t- 1:2)

D'après ce qu'on sait du corps à fluage parabolique
linéaire, chacune de ces intégrales est bien égale à
une constante (comme le montre le calcul en Carson
simple) et il en est de même de leur produit.

Exemple 2

On prend la même fonction relaxation, et une his-
toire

B
=> -

P

On a, aux facteurs constants près:

€ (t) = Bt (50)

ri* E/ €2* = (Pl P2)'12P1-1 P2-l

- (Pl P2)-1/2 C y tl t2 = 0"2(t1, t2)
2

(51)

d'où

(T: (t) = IT2(t, t) = Vtt = t (52)

Si le terme du premier ordre est tel que:
rI (t) = Cl/2 (53)

on aura pour la contrainte totale limitée à l'ordre 2 :

(T (t) = a Vi + ht (54)

Le calcul direct aurait donné (aux facteurs cons-
tants près) :

~= 1 ~ (Tdt) =
d1:1 d1:: rt d1:1 j

/>t d'2
V(t-'T:1)(t-'2)= -JO-Vt-":l 0- Vt-'2

= yli vi = t (55)

ce qui est le même résultat.

=J::i:
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Les exemples ci-dessus sont très simples, du fait
que le noyau r2choisi est séparable en un produit de
deux fonctions (cas auquel il sera toujours intéressant
de tenter de se ramener).

L'intégrale double se réduit ainsi à un produit d'in-
tégrales simples. En fait notre méthode revient à
utiliser de façon automatique, pour les calculer. les
mêmes correspondances qu'en viscoélasticité linéaire
(la transformée ek étant le produit dè k transformées
par el). Mais elle permet également de traiter des
cas moins simples, tel que celui présenté ci-dessous.

Exemple 3

Supposons que la fonction relaxation d'ordre 2 soit
de la forme (non séparable) :

r2 (tl, t:) =
[

1 - tl

]
1/2

Y il + tl t/ + tl

[
1

+ tl 1/1

V tl + tl - il + t22 ]
(56)

forme plausible comme on le voit d'après la forme
de r (t, t).

On trouve dans les tables la transformée bidimen-
sionnelle de l'un des deux termes, le deuxième étant
obtenu par permutation.

L'on a:

(/* (pl, P2)= y; Pl V-,;;+ P~ vP:
Pl + P2+ y2 Pl P2

(57)

Appliquons la même histoire € = yi que dans
l'exemple 1.

On obtient

Pl V0+ P2V0
Pl + P2+ V 2 Pl P2

1
r/ (PI, Pt) E*(Pl) €* (P2) = . I-

V Pl P2

y- yt; + VP:
- :T Pl + p: + 2 V {hp,

(58)

La consultation de la table permet de montrer que
cette expression s'inverse en

0-,(tl, tl) = 2 X

[y(; + Vt - (V t/ + il - tl)'/2 - (V tl + tl - t2)'/2]

(59)

D'où

(T,(t) = (j, (t, t) = 4 Vt- 2 [(V2 - 1.) t]l/'

= [4-2(Y-2-1t2] Vt: (60)

résultat très particulier.
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CONCLUSION

Sous peine d'alourdIr exagérément cet exposé,
nous ne pouvons entrer plus avant dans les détails
d'application J:le la méthode, dont nous pensons avoir
fait clairement comprendre le principe, et nous nous
contenterons de renvoyer aux publications déjà faites
par ailleurs à ce sujet.

On trouvera en [39] et [40J l'étude du cas tridi-
mensionnel pour lequel nous avons été amené à étu-
dier l'application à un tenseur de la transformation de
Carson à plusieurs variables, et à en définir les prin-
cipales propriétés. Cependant, celles-ci ayant été
publiées sans démonstration, nous présentons ces
dernières en Annexe 2 de la présente communication.

On trouvera encore en [40] l'étude détaillée de cas
particuliers importants de forme des fonctions f/uage
ou relaxation, ou de forme des histoires de la solli-
citation (en particulier cas d'une histoire sinusoïdale,
qui permet de montrer comment peut se généraliser
la notion de module complexe).

On trouvera en [41J l'extension de la méthode au
cas d'un système de variables physiques quelconques,
ce qui permet en particulier son application au cas
des matériaux viscoélastiques (linéaires ou non
linéaires) dont les propriétés dépendent de l'envi-
ronnement physique (température, hygrométrie, etc.),
et même à ceux présentant du vieillissement Irepré-
sentable par l'effet d'une variable chimique).

Bien entendu, si nous sommes convaincus de ce
que cette méthode peut être d'une grande utilité dans
les études de rhéologie non linéaire, nous ne pen-
sons pas pour autant que les problèmes très difficiles
liés à de telles études soient pour autant tous résolus,
il s'en faut.

En particulier la méthode ne peut apporter plus que
son point de départ, le développement de Frechet-
Green-Rivlin de la fonctionnelle de comportement,
développement dont les possibilités et modalités
d'application pratiques ont été largement exposées et
discutées ces dernières années (cf. [31], [43] par
exemples) dans la littérature spécialisée. Là encore
nous y renvoyons le lecteur, en indiquant simplement
que des exemples d'utilisation effective de tels déve-
loppements, auxquels pourrait pas conséquent s'anoli-
quel' notre méthode, peuvent se trouver en [22J à
[28], [37], [38].

Signalons en outre cependant /'important problème
(bien que très peu abordé jusqu'à présent dans la
littérature) des relations entre fonctions f/uage et
relaxations généralisées, dont nous avons pu (en colla-
boration avec J. Servas et J. Mandel, cf [421) donner
tout récemment une solution définitive à l'établisse-
ment de laquelle la présente méthode, sans être indis-
pensable, aura contribué de façon non négligeable.
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ANNEXE 1

TABLE DES PRINCIPALES CORRESPONDANCESDESTRANSFORMEESDE CARSON A
PLUSIEURS VARIABLES D'UNE FONCTION SCALAIRE

Propriété

Notation

Définition

Linéarité

Récurrence

Produits
séparés

Dérivation
première

Dérivée
multiple

Dérivée mixte
multiple

Intégration
multiple

Convolution
multiple

Convolution
multiple avec
dérivée des
produits
séparés

Théorème du
retard
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Fonction originale

f (tl, t2 , ....tn) =>

n

f(h,t2,...,tn)

Transformée

fn' = en [f (t)]

PI...pn 1""...lXJe-(Pltl+P2t2+...+PntnJ
x f (tl, ..., tn) dh dt2 ...dtn

adl + ad2

f (tl , ... ,h)

fI (h) f2 (t2) ... fn (tn)

-

0
- f(h.t2,...,ti ,tn)
ott
avec
f(h,...,o,...tn) =0

t-». i' terme

om
- f(h.t2, tt,...,tn)
0 tim

avec
f(h,...,o,...tn) = 0

0 m,+m.t...+mn
f (h , ... , tn)

ohm, 0 tnmn
avec
f = 0 dès que l'un ou plu-
sieurs arguments sont nuls

f t' f t2 f tn

0 o'" 0 f(tl,...,tn) dh..dtn

al fIn' + a2 f2no
V al, a2 = Cte

-

fk'(pI,...,pk)vk=1àn

fr' (Pl) f2' (P2)...fn' (pn)

pi fn' (pl, ... , PD)

pin fn . (pl, ... , PD)

Pl '11, p2m2 ...pn mn fn' (pl, ... , PD)

1
fn' (pl, ... ,pn)

Pl pn

f
t,

f tn

1

1
... f (h - Tl,... ,tn - Tn)g (Tl,..., Tn) dTl... dTn - fn' gn'

0 0 Pl... pn

f t, f
tn

0'" 0 f(h-TI,...,tn-Tn)X

x 91 (Td..., 9n (Tn) X
X dTI ... dTn

f(h - TI,t2 - T2 , h - Tk)1

e-2;a;tj f(ti,...,tn)

ti tn

fn' (Pl... pn) gl' (pIJ X
g2 (pÛ ... grr* (pn)

e- (Pl Tl + ... + PktkJ fk' (pl,..., Pk)

Pl pn
~ fn' (p )

Pl + al pn + an 1, ..., pn

1--

tl '11, .t2m,

Pl P2 pn

...h mk 1 (ml! m2 ! ...mk !) pCml p2-m2 ...pk-mk

e a,ltl + a. t. + ... + an tn Pl P2 ... pn

(pl - ad ... (pn - an)
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ANNEXE 2

ETABLISSEMENT DES PROPRIETES
DU CSH TENS:ORIEL

Les numéros des équations sont ceux de la publication citée
en [40] de la bibliographie. '

'1ère propriété (éq. 17). Le tenseur transformé a pour compo-
santes les transformées des composantes

A (tl , ..., tk) ::J An. (pl,..., pk)
n

(17)

n-'
i.e alj" (pl,..., pk) =:;.:Pl... Ok X

}: :x> (:x> -(Pl Tl +... + Pktk) .. ..
"'Ir e at,(tl,...,Ü)Ca1;J(tl,...,tk)0 ~ 0 n

(C'est pratiquement une définition; la propriété consiste dans
le fait qu'on en obtient bien un tenseur). C.Q.F.D.

2ème propriété (éq. 18): Récurrence

Si A dépend de k variables fi, la transformée à n variables
de A (n>k) est égale à A'" :

An' (pl,..., pn) = Ak' (pl,..., p") V A = A (tl, ... , t,,); k <; n
) ""

(
, no. k"

( )aii(tl,...,tk::Jatj pl,...,pkJ::::;> ai) = a,) 18
n CDF.D.

3ème propriété (éq. 19): conservation des produits séparés

C (tl, t21 = A (tIl.B (t2)::J A' (pIl B" (PI) = C" (pl, P2)
n

(19)

Cii (tl, t21 = 2; ai" b"i = 2; ai" (tl) b"i (t21
k k

or aik (tIl b"i (t21::J a,'k aik' (pIl b;j;: (PI)n '

D'autre part (2;X]*::J 2;x"
"' ()b

" *,
=:} Cii::J ... a ik Pl k} (p2J = Cij (pl, p21n

C.Q.F.D.

4ème propriété (éq. 20): Algébrisation des produits séparés
des dérivées

Â (ti) A (til::J PiPi A' (p;) A' (pk)
n

si A" (0) = 0 Vk(20)

en effet B = AiAi ::::;>bmn = 2;am"(ti) ;"" (ti)
k

~ ~Pia:n!i; (pi) Pia:1 (Pi) = PiPi ;a:n" a:n
C.Q.F.D

Sème propriété (éq. 21): Conservation de la trace

tr [A (ti)]::J tr [A' (pt)]
n

(21)

on a tr A (ti) = Oki ai" (ti)::J 8ki a;k (pi)n
(C.E.)!!) C.Q.F.D.

6ème propriété (éq. 22) : conservation de la trace des produits
séparés

tr [A (ti) ... A (tk)] ::J tr [A> (Pi) ... A> (p")]
n

C.E. ::::;> tr [A (ti) ...A (tk)] = aap (ti)ap'Y (ti + Il ... a"" (t,,) ::J
n

<S (pi)ap,/ (pt + Il ... a,: (pk) = tr[A> (pi) ...A> (p")] (22)

C.Q.F...p.

7ème propriété (éq. 23) : Algébrisation de la trace des produits
séparés des dérivées

tr [Â; ... Ak] ::J pt ...pk tr [Ai' ... A,,']
n

(23)

Ai = Bi i = i à k =:} B/ = PiA/ (A (0) = 0)

tr [Bi ... Bk] ::J tr [Bt'... B,,'] = tr [Pt ... P" At" ... A,,"]
n

= pi ... p" <S (pi) ... a;", (p")
- Pi ... P" tr [At" ... AI,"]

(C.E.)

C.Q.F.D.

8ème propriété (éq. 24): Algébrisation de la convolution tenso-
rielle multiple

f
t,

r
tk

... A (tl - Tl , ... , t" - T") B (Tl, ... , Tk) X
0 .0

1
dTl ... dn. ::J A"> B">

n Pl... P"
(24)

f
tl I~tk

Cii (tl, ... , tk) = ... yii (tl, ... ,tk) dTI... drk
0 .0

avecyii = '2.aik(tl- Tl,...,t"-T") bki (Tl,..., '1')
k

{
t, J~tk

::::;> Cii = 2; ... ai"(tl - Tl, '" , tk - H). 0 0

b"i (Tl,...,Tk) dTI...dT"

1 k* k* - 1 ,'k* k* 1 k"
::J 2; -aik bi; - -2;aik bk} = -Cij

nkpz...p" Pl...pkk- Pl...P"

avec C"> = A"> B"> C.Q.F.D.

Les- 8 propriétés qui permettent d'écrire l'équation (25) de la
publication [40] sont donc d.émontrées.

(1) Convention d'Einstein.
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La superplasticité*

par B.

RESUME

On présente les propriétés mécaniques caractéris-
tiques des matériaux superplastiques et quelques
applications industriel les de ces matériaux.

SUMMARY

The important mechanical properties of superplastic
materials and some of "their indus trial applications
are presented.

Depuis quelques années l'intérêt a été porté sur
des matériaux métalliques qui présentent un compor-
tement superplastique. Dans leur domaine de super-
plasticité, ces matériaux peuvent subir des taux de
déformation importants pouvant atteindre 2.000 % à
la rupture lorsqu'ils sont soumis à des contraintes
relativement faibles (figure 1).

Des articles généraux ont été consacrés à ces
matériaux. Afin de ne pas alourdir ce texte, d'une
part nous ne viserons pas à être exhaustif et d'autre
part nous ne citerons pas les références dans le

Fig. 1. - Eprouvettes d'alliage eutectique PbSn non déformé e't allongé
de 1 500 % (B. Baudelet)

. Conférence au Groupe Français de Rhéologie le 22 mars 1973.

(1) laboratoire de Physique et de Technologie des matériaux.
Université de Metz, 5700 Metz.
Laboratoire Associé au C.N.R.S. n° 155.

fNDUSTRIE MINERALE

BAUDELET (1)

détail, le lecteur intéressé trouvera à la fin les réfé-
rences des articles gépéraux les plus récents auxquels
il pourra se reporter 11].

Ces matériaux sont' connus depuis longtemps. Dès
1920, Rosenhain avait observé qu'après laminage un
alliage eutectique ternaire de zinc, cuivre et alumi-
nium avait un comportement différent des autres
matériaux cristallisés et présentait une ductilité éle-
vée semblable aux verres dans leur domaine de flui-
dité. En 1924, Sauveur remarqua que des barres de
fer soumises à un couple de torsion et placées dans
un gradient thermique se tordaient plus aisément dans
la zone où !a température était égale à la tempéra-
ture de transition du fer. Deux types de matériaux à
comportement superplastique avaient été découverts:
les matériaux superplastiques à grains fins de "ordre
du micron et les matériaux présentant un accroisse-
ment de ductilité au cours d'une transformation de
phase. Depuis 1962, principalement aux Etats-Unis, de
nombreux laboratoires universitaires et industriels
développent des travaux sur la superplasticité.

Nous limiterons notre étude aux matériaux super-
plastiques à grains fins. Dans ce cadre, nous présen-
terons les résultats expérimentaux les plus caracté-
ristiques, et indiquerons enfin quelques applications
industrielles de ces matériaux.

1. ETUDES EXPERIMENTALES

Au cours d'essais da déformation uniaxiale, on peut
supposer qu'à chaque stade la contrainte cr dépend
de !a déformation vraie E, de la vitesse de déforma-
tion vraie ~, de la température T et de la structure
de l'alliage. Si' la forme des grains (ou des phases)
n'évolue pas ~u cours de la déformation dans le
domaine superplastique, on peut caractériser l'in-
fluence de la structure par la taille moyenne L, des
grains (ou phases) :

cr = f(E, ~, T, Il (1)

Sous forme
s'écrire:

. m

(
1

)d ln cr = rd InE + md InE + TOd T

différentielle relationcette peut

+madlnL (2)



Les coefficients 'Y, m, Q et a sont d'une manière

générale fonctions des paramètres 10, ~, T et [, Le
coefficient y caractérise l'écrouissage du matériau;
le coefficient m mesure la sensibilité de la contrainte

à la vitesse de déformation ~, il est compris entre
o et 1 pour tous les matériaux. Q est l'énergie d'acti-
vation apparente. Le coefficient a caractérise l'in-
fluence de la taiMe des grains.

Plusieurs types d'essais mécaniques ont été utilisés
pour l'étude des coefficients "1,m, Q et a :
. des essais de traction à vitesse d'extension cons-

tante.des essais de traction avec sauts de vitesse pour
l'étude du coefficient m

. des essais de traction à vitesse de déformation ~

constante

. des essais de fluage à contrainte (T constante.

Les deux derniers types d'essais ont été très peu
développés alors que ce sont les seuls qui maintien-
nent constant un paramètre apparaissant directement
dans les relations 1 et 2.

1.1. Coefficient d'écrou'issage

Dans le domaine où le matériau est superplastique,
le coefficient d'écrouissage 'Y peUt être considéré
comme nul. Ainsi, un échantillon de plomb à 5 % de
cadmium, déformé dans le domaine superplastique
présente la même ,limite élastique qu'un échantillon
recuit et une limite élastique supérieure après avoir
été déformé dans le domaine non superplastique.

1.2. Courbe contrainte
vitesse de déformation vraie et coefficient sensible

à la vitesse de déformation

La courbe de variation de la contrainte en fonction
de la vitesse de déformation vraie, tous les autres
paramètres étant fixes, présente généralement trois
domaines pour ce type de matériau (figure 2 a). Le
coefficient m sensible à la vitesse de déformation
peut être déduit de la courbe précédente. Le coeffi-
cient m peut également être déterminé par une
méthode de sauts de vitesse au cours d'essais de
traction:

m ~ 1n (T:/(Tl - Ln Pz/PI

1n ~:l;l - Ln V2/VI

Î
6

0\
0

...J

Log E.~

Fi!!. 2 3. - Cllu,bo th~II,illUO do varlatloll de la contraInte
en fonction de la vitesse de déformation vraie
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1
m

2

0.5

0
LogÉ ~

Fig. 2 b. - Courbe 'théorique de variation du coefficient m sensible
à la vitesse de déformation en fonction de la vitesse de déformation vraie

VI et V2 sont les vitesses d'extension avant et après,
Pl et P: les forces appliquées à l'éprouvette juste
avant et après le saut de vitesse. De faibles diver-
gences existent entre les valeurs du coefficient m
déterminées par ces deux méthodes. Elles pourraient
être dues à des différences dans la structure du
matériau ou (et) dans la forme des éprouvettes au
cours de la déformation.

Lavariation de m en fonction de la vitesse de défor-

mation .~ est représentée sur la figure 2 b. Dans le
domaine 2, le coefficient m présente des valeurs
élevées comprises entre 0,3 et une valeur maximum
pouvant atteindre 1 avec certains matériaux super-
plastiques. Il a des valeurs plus faibles dans les
domaines 1 et 3. Pour les matériaux classiques, le
coefficient m est voisin de 0,1 quelle que soit la
vitesse de déformation.

Les allongements importants à la rupture corres-
pondent aux valeurs élevées du coefficient m obte-
nues dans le domaine 2. En effet, lorsqu'au cours d'un
essai de traction, une striction apparaît dans une
éprouvette réalisée en matériau classique (ou avec
LInmatériau à comportement superplastique déformé
dans les domaines 1 ou 3), la vitesse de déformation
augmente localement et cette augmentation ne néces-
site pas un accroissement important de la contrainte
puisque m a une valeur faible (relation 2), la striction
peUt se développer et la rupture apparaître. En revan-
che, une valeur élevée du coefficient m empêche la
striction de s'aggraver, on assiste alors à la forma-
tion de série de strictions diffuses, la déformation est
plus uniformeet l'allongementà la rupture plus grand.
Le coefficient m permet de caractériser un compor-
tement superplastique et on admet qu'un matériau
est déformé superplastiquement lorsque m est com-
pris entre 0,3 et 1. Nous remarquerons que les poly-
mères à leur température de mise en forme ont un
coefficient sensible à vitesse de déformation vraie
également compris entre 0,3 et 1 et les verres un
coefficient m voisin de l'unité.

Avant de poursuivre, il faut constater que s'il existe
une contrainte critique (T" en dessous de laquelle les
échantillons ne se déforment pas, la présentation en'
trois domaines n'est pas valable. La contrainte effec-
tive est égale à ((T - (To) et aux faibles contraintes le~.
valeurs de m sont plus élevées que prévues. Un choix
judicieuxde(To peutdonneràm desvaleurségalesà 1
jusqu'au domaine que nous avons.appelé 3 (figure 3),
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i
b
CI
0-' ~=QS /' ?

,//'

m=O,2 ~ /'
~!. /'
1 ... /'
1 ~/
: /
". /
1 /
1 /
1 / m=1
,/
y

l'

Log É. ~

Fig. 3. - Courbe théorique de variation de la contrainte en fonction de
la vitesse de déformation vraie (trait plein) et courbe théorique précédente
en tenant compte d'une contrainte critique (To pour la déformation (trait
en tiret).

Des articles très récents semblent accréditer l'exis-
tence d'une contrainte (Ta.

2. APPLICATIONS INDUSTRIEllES

La mise en forme des matériaux métalliques est
réalisée pour 20 % par coulée directe et pour 80 %
par des opérations telles que le laminage, le forgeage,
l'extrusion, l'emboutissage... Ces opérations sont très
onéreuses, car elles nécessitent des installations
importantes pour atteindre les contraintes élevées
requises pour déformer les métaux, l'usure des outils
est grande, les taux d'écrouissage des métaux rendant
nécessaires des traitements de revenus pour restau-
rer les propriétés mécaniques, enfin leur faible défor-
mation avant rupture ne permet pas de réaliser des
formes complexes sans assemblage ou usinage. Au
Gours de cet usinage, du matériau est perdu, augmen-
tant encore le prix de revient.

L'utilisation des polymères a permis de diminuer
ce prix en réduisant l'importance des installations et
l'usure des outils, en augmentant la complexité des

Fig. 4. - Coupelles obtenues par emboutissage profond de l'alliage
TItA 14V; les coupelles a e. bon. M& form&es à t~o. e d la coupelle c
à 950" C, la température "ptimale où le matériau est superplastique [2].

INDUSTRIE MINERALE

Fig. 5. - Porte intérieure de réfrigérateur mise en forme par tl1ermoformage
d'une feuille de prestal (Zn22AI) à 260" C - temps de mise en forme:
quelques minutes.

pièces réalisées en une seule opération. Cependant
le domaine d'utilisation des polymères est limité par
leurs propriétés -mécaniques inférieures à celles des
métaux et par leur faible tenue en température.

La ductilité élevée des matériaux superplastiques
a permis non seulement de faciliter des opérations
classiques de mise en forme, mais encore de dévelop-
per des procédés inhabituels pour les matériaux métal-
liques. Des coupelles de feuille de l'alliage Ti6A14V
peuvent être embouties plus profondément si elles
sont déformées dans le domaine de température où
ce matériau présente un comportement superplastique
(figure 4). Des pièces complexes peuvent être réali-
sées en une seule opération par thermoformage,
méthode utilisée pour les polymères. Sur la figure 5
est représentée une porte de réfrigérateur obtenue
par ce procédé à partir d'une feuille de' l'alliage
Zn22AI.

Un article récent [3J présente les réalisations les
plus caractéristiques obtenues avec des matériaux à
grains fins mis en forme dans leur domaine superplas-
tique et on pourra constater que les temps de mise
en forme sont courts et compris entre quelques
secondes et quelques minutes suivant le cas.



En dehors de leur domaine de superplasticité cer-
tains matériaux à grains fins ont des propriétés équi-
valentes à celles des alliages industriels. Malheureu-
sement, ces alliages ont encore des prix de revient
trop élevés car ils ne sont pas produits industrielle-
ment.
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Méthodede détermination
de l'énergiespécifiquede rupture

et applicationaux céramiques
et à diversmatériauxminéraux*

Deuxième partie:

Conséquences pratiques et expérimentation' *

par C. HUET
Dr. Ing., Délégué scientifique

du Centre technique des Tuiles & Briques

RESUME

On poursuit la présentation d'une méthode permet-
tant, par un essai d'exécution simple et rapide, la
mesure de l'énergie spécifique de rupture des maté-
riaux fragiles. Les conséquences des analyses théori-
ques effectuées dans une première partie (présentée
dans le précédent numéro) sont tirées en ce qui con-
cerne les influences de diverses dispositions prati-
ques telles que les dimensions de l'éprouvette, la
raideur propre à l'appareillage, le caractère non idéal
de "entaille initiale. Un modèle d'éprouvette ayant
permis de surmonter les difficultés correspondantes
est présenté, ainsi que l'appareillage de mesure. On
présente également les résultats obtenus sur diverses
céramiques (terres cuites, céramiques réfractaires],
des roches naturelles et le'verre. La comparaison avec
les résultats de la littérature montre une bonne
concordance avec les résultats trouvés par d'autres
méthodes.

SUMMARY

Second part of a paper presenting a method by
which fracture energy "Yfof brittle materials Gan be
determined through a fast and simple test. Inferences
drawn from theoretical analysis made in first part of

. Conférence prononcée à la réunion du 13 mai 1970 du
Groupe français de Rhéologie.

.. la première partie: bases théoriques, a paru dans le
numéro 3 des Cahiers.

INDUSTRIE MINERALE

the paper allow influence of various practical arran-
gements, such as specimen dimensions, apparatus
stiffness, non ideal character of initial crack tip to
be determined. Specimen shape overcoming involved
difficu/ties, and measurement devices are described.
Are also given resu/ts obtained on various ceramics
(heavy burned clays, refractories), natural rocks, and
glass. Comparison with references shows good
agreement with results obtained by other methods.

4. CONSEQUENCESDE LA THEORIE
SUR LA CONCEPTION DE L'ESSAI

Les analyses faites dans la première partie [38]
ont montré que, parmi les cas simples de sollicitation,
seuls certains essais effectués à déformation impo-
sée permettent d'obtenir la progression contrôlée de
la fissure jusqu'à rupture complète. Parmi ceux-ci,
seule la flexion d'une éprouvette suffisamment entail-
lée conduit à un essai n'exigeant pas d'ancrage spé-
cial de l'éprouvette. Nous étudions maintenant l'in-
fluence de divers facteurs résultant des conditions
pratiques de l'essai, à savoir les dimensions de
l'éprouvette, la raideur propre à l'appareillage, et
enfin le caractère non idéal de l'entai>lle initiale. Nous
allons voir que les résultats obtenus au chapitre 3
permettent una discussion aisée de ces influences,
et rendent bien compte des difficultés expérimentales
rencontrées au cours de la mise au point de l'essai.
Les notations sont celles de la première partie.



4.1. Influence des dimensions de l'éprouvette
sur le caractère contrôlé de la rupture

A déflexion imposée, nous avons vu que l'on aura
rupture contrôlée

\:;f K". > 0, soit \:;f m".> 0A A

où k (A) est la raideur de l'éprouvette entaillée.

Compte tenu de (56), on a

(81 ) fi" = 2 (,)'2 - ww"

,(0

où (,) est la souplesse.

Tenantcomptede l'expression (66) de w en fonction
de la souplesse réduite u (1)) (cf. Première partie) il
y aura donc rupture contrôlée pour une longueur ini-
tiale d'entaille telle que-.=
(82) 2 u'. - uu" :> 0

On a, d'après (68) :
h

(831 u' = 2JZ (1)),

et (82) s'écrit finalement:

.. h ,
u =2TZ(I))>0

Z (1)) =

Z2(t)) 1 r" J
Z' (t)) - 2 J 0 Z (1])d1]> h> a => rupture contrôlée

(84)

où Z (1]) est ici la courbe donnée par Gross et Sraw-
ley [20].

On voit donc que la rupture contrôlée sera d'autant
plus facilement obtenue (i.e. pour une longueur d'en-
taille d'autant plus faible) que le rapport Jjh sera plus
faible. On constate par contre que l'épaisseur b est
sans influence.

Au début de nos expériences nous avons ainsi été
conduits à travailler sur des éRrouvettes de hauteur
grande par rapport à la portéê(contrairement à ce
qui a été pratiqué par d'autres auteurs).

Les premiers essais furent cependant infructueux,
et en contradiction apparente avec la conclusion
ci-dessus. On constata en particulier, après un certain
nombre de tâtonnements, que l'on améliorait le
contrôle de la rupture en donnant à l'éprouvette une
raideur, certes assez grande, mais pas trop.

Ceci se trouva par la suite expliqué par l'influence
de la raideur de l'appareillage, comme nous allons
le voir maintenant.

Retenons auparavant que, pour l'éprouvette de
flexion entaillée et un appareil infiniment raide, la
rupture contrôlée est obtenue pour une longueur
d'entaille supérieure ou égale à l'abscisse '1)1 du point
d'inflexion de la courbe de raideur, que l'on trouve
égale, en calculant la variation du premier membre
Z (1]) de (84) à partir des résultats de Gross et
Srawley, à 0,265 (figure 8) pour Jjh = 4. Notons encore
que cette longueur d'entaille minimale est indépen-
dante de la valeur '}'F à mesurer.
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Fig. 8. - Détermination du point d'inflexion de la courbe de raideur v ('})
à partir de la comparaison à I/h de la fonction %('}) de l'équation (72),

pour Z ('}) donné par les résultats de Cross et Srawley [20].

Influence de la raideur propre
à l'appareillage

Comme nous le verrons au chapitre 5, l'appareil
permettant d'imposer les sollicitations est constitué
par un cadre, la déflexion de l'éprouvette étant impo-
sée par une avance mécanique (figure 9 a ci-après).
Le schéma mécanique du système est donc un modèle
série, représenté sur la figure 9 b.

A la souplesse (ou compliance) C de l'éprouvette
s'ajoute donc la souplesse ('.mde l'appareil. La sou-
plesse totale est donc:

4.2.

(85) Ct = C + Cm

avec

(86) Cr" = CI + C2 + c;; + c,= km-1

où km est la raideur de l'appareillage.

On a donc

Ct = cfa) r--;~:) + U(I))]

ou encore, pour le coefficient géométrique de sou-
plesse :

(87)

(88)
(,)t = w (0) [cc(:) + U (1])]
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Fig. 9 a. - Schéma du bâti de mise en charge
à suspension sismique

Traverse basse

Colonnes

Traverse haule

Cynomomèlre

Eprouvette

Coplacemenr imposé

Fig. 9 b. - Modèle mécanique du systè:ne Eprouvette-Bâti de charge

D'où, pour le coefficient géométrique de raideur:

w(o) ;;)(0)
IDt= -

Cm k(o)-

( )
+ u (1)) - k + U(1))

C 0 m

- ID (0)

W (n)

La condition de contrôle de la rupture s'écrit donc:
(89) 2 W'2- ww" ;;>a

avec
k (0) Ho) h 1'1

W = - + U(1))==1 + - + - z ('1) d 1)
km km 2' 0

(90)

et

(91) w' = :, Z(1)) ==U'f} ; w" = :, Z'(f}}= u"(f}}
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L'équation (89) s'écrit alors:

W2) z~)=

Z2(1)) 1 1'1 '
[

k(O)

]- - - z~) d 1) ;;>- 1 + - > 0
z' ('1) 2 0 h km

où k (0) est la raideur de l'éprouvette non entaillée:
4 bh3

k (0) = E r-(93)

Posant

(94)
h

fA=->O,
et

1 Eb 2
y=-+4- k

I!
fA m

on voit que l'équation (92) sera d'autant plus facile
à vérifier que y sera plus faible *. On voit immédiate-
ment que ceci sera d'autant plus le cas que la raideur
km de l'appareil sera plus forte, et que le module
d'Young E de l'éprouvette et son épaisseur b (qui a
cette fois une influence) seront plus faibles. On n'est
pas maître du module de l'éprouvette, mais on l'est
de son épaisseur dans une certaine mesure.

L'influence du rapport fA de la hauteur h.à la portée
, est plus complexe, et on constate qu'il existe une
valeur fAo de fA pour laquelle y passe par un minimum
(figure 10).

On a en effet

(95)

(96)
, 1 Eb

yJJ.= - 2 + 8 - fA
fA km

qui s'annule pour

(97) 1 .3/ km

po = 2 V Eb

y
1 Eb

y,; - + 4 -- IJ.~
II- km

1
Y1= ~

....... - --
0 flO ~

Fig. 10

. La condition ainsi obtenue diffère quelque peu de la condi-
tion obtenue par Nakayama [11] en minimisant l'énergie totale
du système machine plus éprouvette non entaillée, et qui s'écrit:
(en rétablissant le coefficient numérique erroné de Nakayama) :

R,2

[
4Eb h3

J
Wt = WI' + W2t = - bhl 1 + - -

18E km f3

Cette expression a bien la forme (95) par rapport à4-, mais
non par rapport à b et h, même si on la rapporte à la surface à
rompre en divisant par bh. Ceci montre les Iimite3 du raison-
nement basé sur la minimisation de l'énergie emmagasinée,
discuté au chapitre 3 (cf. Première partie).



On a de plus
" 2 EB

Y = ,+8->0 'V/l>0
/lz p. km

La valeur du minimum /la dépend de km, de E, et de
b, augmente avec km, et diminue lorsque E et b aug-
mentent. La valeur optimale de y est alors, d'après
(95) et (97) :

(98)

(99) 2-= 3
yo = 2 /lu

3 1 Eb

\/ k:v

qui diminue quand km croît et quand E et b décrois-
sent.

On a donc retrouvé, en la précisant, notre consta-
tation expérimentale de l'existence d'un optimum du

rapport ~ de l'éprouvette pour une raideur donnée
de l'appareillage. On a de plus montré que le contrôle
de la rupture de l'éprouvette est d'autant meilleur
que son épaisseur est plus faible, et que la raideur
de l'appareillage est plus grande. Enfin on constate
que, Z(1))étant ici fonction croissante de 1], la lon-
gueur minimale de l'entaille initiale est supérieure
à celle correspondant à une machine de raideur infi.
nie, et ceci même pour l'optimum /lo, et d'autant plus
qu'on s'éloigne de ce dernier.

Il reste encore à examiner un facteur ayant une
influence sur le contrôle de la rupture et qui est
constitué par le caractère non idéal de l'entaille ini-
tiale que l'on peut usiner dans l'éprouvette.

4.3. Influence du caractère non idéal
de l'entaille initiale

Si, par usinage, on pratique une entaille, même de
longueur suffisante, dans une éprouvette céramique,
on constate que, généralement (et au moins pour les
céramiques suffisamment résistantes), on ne peut
obtenir la rupture contrôlée, même si les conditions
précédentes son11 remplies. Ceci peut s'expliquer
par le fait qu'une entaille usinée ne peut jamais avoir
le caractère d'une fissure idéale, infiniment fine à
son extrémité, alors que les fissures réelles résultant
d'une propagation peuvent être considérées comme
telles (ceci a d'ailleurs amené certains' auteurs à
générer des fissures initiales, soit par fatigue, soit
par choc thermique local, avec l'inconvénient pour
notre propos que l'on ne connait pas alors la longueur
de cette fissure initiale).

En effet, con~idérons une éprouvette dans laquelle
nous avons pratiqué une entaille de longueur a, mais
de rayon de courbure fini au fond (figure 11 a). La
concentration de contrainte au fond deviendra, non
plus infinie comme dans le cas de la fissure idéale,
mais finie, et d'autant plus faible que le rayon de
courbure p sera plus grand (en p-l/2pour l'éprouvette
de flexion entaillée). Il en résulte que le déclenche-
ment de la progression (contrôlée ou non) de la fis-
sure aura lieu pour une vaTeur S2 de la sollicitation
qui pourra être notablement supérieure à celle de la
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~F
Fig. Il a. - Entaille non idéale

t

~
Fig. Il b. - Entaille non idéale après progression de la fissure

sollicitation critique correspondant à la satisfaction
du critère de Griffith pour la longueur ao donnée de
Il'entaille:

rOO) G (S2, ao) > G (Sc, ao)= 2-YF
1 On se trouve donc, en pratique, dans le cas où le
eritère de Griffith n'est plus une condition suffisante
cle progression, mais seulement une condition néces-1 .salre.

1 Après déclenchement de la progression, on aura
~ne fissure naturelle (figure 11 b), et non plus une
entaille usinée, et l'on pourra donc considérer que
/a poursuite de la progression satisfait au critère de
Griffith. Posant
(101) G2 (a) = G (S2, a) 1 S2 = etc,
le caractère contrôlé de la progression sera alors
régi par l'aillure de la courbe G, (a), et la comparai-
son de cette quantité à la quantité 2 -YI"(figure 12).

La courbe G, (a) se déduit d'ailleurs de la courbe
G (a) dans une affinité orthogonale parallèle à l'axe
des G et de rapport Sl/S/, et possède donc les
mêmes caractéristiques intrinsèques (notamment
abscisse du maximum). Considérons une longueur
aD d'entaille initiale supérieure à l'abscisse 81 des
maxima des fonctions G (S, a). La valeur de G~ au
moment où la rupture se déclenchera sera
(102) G2= G (S2, aD)

Sl
- S,2 G (Sc, ao) > G (Sc, ao)= 2Yh'

G
G. (a)

2 Yf

....
----

af a. a'. a',

FIg. I:!. - Var;aHons du +aux de resHtuHon d'énergIe
(en'tailles idéale et non idéale)
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L ----

r -----

On aura bien alors

(103) G'a< a

mais, après un accroissement infinitésimal de la lon-
gueur de fissure, l'inégalité - -
(104) G > 2 'lF

sera encore satisfaite et la rupture se poursuivra, la
propagation de la rupture se faisant de façon spon-
tanée à sollicitation constante jusqu'en un point a '2,
tel que

(105) G2 (a'2) = 2 'lF

et même au-delà de ce point à cause des effets dyna-
miques (la longueur maximale possible de propaga-
tion étant a's, correspondant à l'égalité des aires
hachurées, mais non forcément atteinte du fait des
autres causes de dissipation - par exemple acous-
tiques - existant en propagation instable).

Il n'y aura pas rupture contrôlée, mais, au mieux,
rupture semi-stable, tout au moins tant que ao ne
sera pas supérieur à a',.

Par conséquent, dans le cas d'une entaille non
idéale, la condition de rupture contrôlée n'est plus
(106) ao > al
mais

(107) ao > a'8

On voit que la longueur minimale de l'entaille
initiale pouvant conduire à la rupture contrôlée est
alors fonction de la valeur de la sollicitation déclen-
chant la rupture, ainsi que de la valeur de l'énergie
spécifique YF elle-même. A sollicitation constante,
elle est d'autant plus grande que YF est plus faible,
ce qui explique que pour une longueur d'entaille
donnée, le contrôle de la rupture soit d'autant plus
difficile à obtenir.

Pour éliminer cet inconvénient, il faut donc aug-
menter la concelltration de contrainte, de façon à se
rapprocher le plus possible du cas de la fissure
idéale (concentration de contrainte infinie), ce qui
a également pour effet de diminuer l'énergie élasti-
que emmagasinée dans l'éprouvette au moment du
déclenchement de la rupture. Il en résulte alors que
l'écart entre la valeur G2 du taux de restitution
d'énergie dû au caractère non idéal de la fissure, et
la valeur GISe correspondant au critère de Griffith
est plus faible en valeur absolue dans le cas de la
double entaille, si bien qu'une rupture contrôlée, ou
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fig. 13 a

fig. 13 b fig. 13 c fig. 13 d

Fig. 13. - Influ~nce de la largeur des micro-fissures préexistantes

13 a. - Profil d'une en'taille de rayon fini avec micro-fissures naturelles.
13 b. - Micro-fissure préexistante intéressant toute la largeur du fond

d'entaille.
13 c. - Micro-fissures naturelles n'intéressant pas toute la largeur du

fond d'entaille.
13 d. - Eprouvette d'épaisseur inférieure à la largeur des micro-fissures

naturelles.

quasi contrôlée, est plus facile à obt?nir puisque la
courbe G2(a) recoupe plus tôt la droite d'ordonnée
2 YF.

Ceci montre que le raisonnement physique intuitif
présenté au début du chapitre 3 ne vaut qu'à cause
du caractère non idéal de l'entaille initiale, et consti-
tue alors une condition nécessaire, mais non suffi-
sante, de contrôle. En particulier, nous avons vu qu'il
sera impossible d'obtenir la rupture contrôlée à force
imposée, ou même à déflexion imposée pour l'éprou-
vette de traction entaillée symétriquement, même si
l'on abaisse la valeur de l'énergie emmagasinée à la
rupture.

4.4. Influence de la largeur finie
des micro-fissures naturelles préexistantes

Considérons à nouveau l'entaille, de rayon de cour-
bure fini, obtenue par usinage des éprouvettes. Si
on observe à grande échelle le profil du fond de
l'entaille, on constatera que celui-ci est localement
modifié par la présence de fines entailles corres-
pondant aux micro-fissures naturelles atteintes par
l'outil d'usinage (figure 13 a). Il pourra, généralement,
en exister une, orientée sensiblement suivant l'axe
de l'entaille principale, et qui devrait pouvoir jouer
le rôle attribué au paragraphe précédent à la fissure
après démarrage de la progression (figure 11 b). Il
en résulte que, dans les cas réels, on devrait être
plus proche du cas de la fissure Idéale que de celui
étudié en 4.3. Cependant, pour qu'il en soit ainsi, il
faudrait que la largeur de la micro-fissure intéresse



toute l'épaisseur de l'éprouvette dans le sens per-
pendiculaire au profil de l'entaille (figure 13 b). Dans
le pratique, ceci ne sera pas réalisé pour la majorité
des cas courants de matériaux n'apparaissant pas
comme macroscopiquement fissurés (par exemple
fissures lenticulaires de diamètre inférieur au milli-
mètres), si l'on prend une épaisseur d'éprouvette de
l'ordre du centimètre (figure 13 c). La faible largeur
des micro-fissures en fond d'entaille laissera donc
des ponts de matière résistante qui empêcheront
l'apparition de la progression pour une valeur de la
sollicitation correspondant au cas de la fissure idéale
(figure 13 c).

Il n'en serait bien sûr pas de même si l'on rame-
nait l'épaisseur de l'éprouvette à une valeur de
l'ordre de grandeur du diamètre des fissures lenticu-
laires préexistantes dans le matériau (figure 13 d).
En supposant que cela soit techniquement possible
dans tous les cas (par exemple par la technique des
lames minces), on obtiendrait une éprouvette inma-
nipulable et ne pouvant se prêter à un essai méca-
nique (du fait d'une part des phénomènes de voile-
ment, et d'autre part de l'influence de la multitude
de micro-fissures de même taille réparties dans
l'éprouvette et la traversant de part en part).

4.5. Application à la définition d'une éprouvette

D'après ce qui précède, une éprouvette pouvant
se prêter à la rupture contrôlée devrait présenter les
caractéristiques suivantes:
- Rapport hauteur/longueur ni trop faible, ni trop

fort (existence d'un optimum fonction du module
d'Young du matériau et de l'appareillage).

- Epaisseur aussi faible que possible sans nuire au
caractère manipulable de l'éprouvette.

- Entaille initiale suffisamment profonde.
- Micro-fissures naturelles préexistantes intéres-

sant l'épaisseur totale de l'éprouvette dans la
zone d'amorçage de la progression.

- Contraintes de flexion concentrées dans un
volume aussi faible que possible.

La deuxième condition s'obtient en donnant à
l'éprouvette une épaisseur de 5 à 10 mm.

Les deux dernières conditions se trouvent à peu
près remplies si l'on donne à ïa section de rupture
une forme triangulaire (de façon analogue à la
méthode déjà utilisée, pour d'autres raisons semble-
HI, par d'autres auteurs [11], [12]), et si l'on pra-
tique une deuxième entaille située dans !a partie
comprimée de l'éprouvette.

En effet, une section de rupture en forme de trian-
gle isocèle aigu (et non obtus comme en [11] et
[12]) permet d'obtenir, dans la région d'initiation de
la progression, une zone (la pointe du triangle) pour
laquelle les micro-fissures naturelles préexistantes
pourront intéresser la totalité de l'épaisseur locale
de la section à rompre. Dans certains cas (le verre
par exemple), l'usinage lui-même créera des micro-
fissures remplissant cette condition au voisinage de
la pointe du triangle. Des conditions se rapprochant
du cas de la fissure idéale pourront donc être obte-
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nues même si l'on utilise des moyens d'usinage
relativement grossiers (scie à lame diamantée par
exemple), permettant la fabrication rapide d'un grand
nombre d'éprouvettes. La partie triangulaire peut,
sans inconvénient, être prolongée par une zone rec-
tangulaire à l'épaisseur totale de l'éprouvette: une
fois en effet que la fissure initiale a suffisamment
progressé, en intéressant petit à petit une épaisseur
de plus en plus grande, on obtient bien une fissure
naturelle sur toute l'épais,seur de la cloison, pouvant
jouer par conséquent le rôle de fissure idéale.

La deuxième entaille, située dans la zone compri-
mée, renforce les contraintes de compression tout
en augmentant la raideur de l'éprouvette, et dimi-
nuant par conséquent l'énergie emmagasinée, et
donc l'effet néfaste de l'écart par rapport à la fissure
idéale. Ces deux effets contribuent encore au con-
trôle de la rupture.

La confirmation expérimentale de la validité des
considérations précédentes a été donnée par le fait
que ce n'est qu'à partir de l'introduction d'une géo-
métrie d'éprouvette répondant à ces caractéristiques
que l'on a pu obtenir des ruptures effectivement
contrôlées même dans les cas les plus difficiles (y
compris le verre). Le fait que nous ayions obtenu la
progression contrôlée jusqu'à rupture complète sur
des éprouvettes à section triangulaire prolongée par
un rectangle montre bien en particulier que le rôle
joué par le triangle est celui que nous avons dit (et
qui semble différent de celui, peu clair, qui lui est
attribué de diverses sources).

5. DISPOSITIONS EXPERIMENTALES

5.1. Eprouvettes

La forme et les dimensions des éprouvettes utili-
sées sont présentées sur la figure 14. Lorsqu'elles
sont découpées dans des produits creux de terre
cuite, leur épaisseur est celle d'une cloison du pro-
duit et peut donc varier de 5 à 15 mm. Les autres
dimensions n'ont pas besoin d'être définies avec
précision, ce qui facilite l'usinage. Elles sont de
l'ordre de 5 cm pour la hauteur et 15 cm pour la
longueur.

L'aire de la section de rupture est de l'ordre de
0,5 à 1,5 cm2 suivant les cas. Ces éprouvettes sont
usinées à la scie diamantée.

5.2. Appareil de mise en charge

L'appareil de mise en charge est constitué par
une presse à 4 colonnes. type presse « CoB.R.", à
avance mécanique par crémaillère et boîte à engre-
nage, et de force nominale 2 000 daN.

L'éprouvette est mise en place sur la machine
de facon à former un double encorbellement, la
pointé du triangle de rupture étant tournée vers le
haut. Elle repose sur 2 appuis centraux inférieurs,
constitués par des rouleaux d'acier de 10 mm de
diamètre, situés de part et d'autre de la deuxième
entaille, et à proximité immédiate de celle-ci, et
reposant librement sur le plateau inférieur.
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Fig. 14 a

La force est appliquée aux extrémités par deux
autres rouleaux du même type que les précédents,
suspendus au plateau supérieur par une liaison
lâche permettant les mouvements latéraux. *

Dans la section de rupture on est donc en principe
sous moment constant (à ceci près que le principe de
Saint-Venant n'est pas applicable). L'effort tranchant
est donc nul dans la section, et la rupture se fait

Fig. 14 b

. En fait, on utilise des rouleaux magnétiques.
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Fig. 14 c. - Exemples d'éprouvettes après rupture

suivant un mode simple (le mode 1), au contraire de
ce qui se passe dans le cas des dispositions adop-
tées, tant par Tattersall et Tappin, que par Nakayama.
L'application d'une force unique centrée introduit en
effet un effort tranchant dans la section de rupture,
ce qui conduit à un mode complexe (modes 1 et Il
mélangés) qui est de plus mal défini du fait de la
discontinuité de cet effort tranchant de part et d'autre
de la section de rupture. .

La disposition renversée (en double encorbelle-
ment) a pour effet de libérer (par l'action de la pesan-
teur) chaque moitié de l'éprouvette lors de la rupture.
Ceci est nécessaire pour éliminer les frottements
entre surfaces déjà rompues qui interviennent, par
effet purement cinématique, dans la disposition
contraire et qui provoquent une dissipation parasite
d'énergie perturbant les mesures. La deuxième
entaille (inférieure) contribue également à l'élimina-
tion de ces frottements.

5.3. Dispositif de mesure

La mesure de la force se fait par l'intermédiaire
d'un anneau dynamométrique. De façon à obtenir une
raideur suffisante on utilise un anneau de force

ENRE GISTREUR

TEMPOREL A

2 VOIES

Fig. 15
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Fig. 16a. - Vue d'ensemblede l'appareillage

nominale 3000 daN, alors que les efforts à mesurer
ne dépassent pas 10 à 20 daN et que l'on doit appré-
cier une fraction de daN. Cette sensibilité a été
obtenue en remplaçant le comparateur de l'anneau
par un capteur de déplacement à transformateur dif-
férentiel permettant de mesurer des déplacements
de l'ordre de 0,1 fi-et dont la course est de :t 1 mm.

Un capteur du même type est monté entre l'anneau
(solidaire du plateau supérieur) et le plateau infé-
rieur, permettant ainsi là mesure de la flèche.

Cas capteurs alimentés par des ponts à porteuse,
délivrent des signaux amplifiés et démodulés par
ces mêmes ponts, et qui sont injectés à un enregis-
treur XV du type potentiométrique, lequel fournit
directement la courbe effort-déflexion.

Un enregistreur temporel à deux voies permet
également d'enregistrer simultanément les deux
signaux en fonction du temps (ce qui est utilisé pour
la vérification du caractère contrôlé de la rupture).

Le schéma organique du dispositif de mesure est
présenté sur la figure 15, et une vue d'ensemble de
l'appareillage sur la figure 16.

Pour empêcher les vibrations et chocs parasites
de perturber les mesures, ce qui est inévitable
compte tenu de la grande sensibilité des capteurs,
on a isolé mécaniquement l'ensemble de la machine
d'essai en la montant sur une suspension sismique,
constituée par des amortisseurs métalliques, à très
basse fréquence de résonance (3 à 5 Hz) et à amor-
tissement non linéaire.

Avant chaque mesure ou série de mesures on
procède au réglage des ponts, et au choix des sensi-
bilit@s. Des ét31onn3gespériodil1uM,effectué9 à Fig. 16 b. - Détail en cours d'essai
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l'aide d'une vis micrométrique, permettent en outre
de déterminer les constal]tes numériques nécessaires
au dépouillement.

5.4. Exécution des essais

Dans le montage actuel, l'application de la sollici-
tation est effectuée manuellement sur la plus faible
vitesse d'avance de la machine, suivant une montée
régulière et relativement lente.

Le temps mis pour effectuer la rupture complète
d'une éprouvette est de l'ordre de 1 minute (pour
une longueur de fissure de l'ordre de 1 cm).

Compte tenu de la forte hétérogénéité, à l'échelle
du millimètre, rencontrée sur les matériaux étudiés,
on adopte un facteur de répétition assez grand (en
général, 18 éprouvettes découpées dans 6 produits
à raison de 3 éprouvettes par produit).

Ceci est rendu possibl~ par la faible durée d'exé-
cution des essais, qui permet donc l'accumulation
d'un grand nombre de résultats, qui sont soumis
ensuite à un traitement statistique. Ceci constitue
un avantage considérable qui nous est apporté par le
soin mis à la définition des conditions de rupture
contrôlée.

Par exemple, un dispositif réalisé récemment par
ailleurs [22] à partir d'un système à force imposée
muni d'une régulation à temps de réponse relative-
ment élevé, exige une vitesse moyenne de sollicita-
tion extrêmement faible, allongeant la durée des
essais de façon prohibitive.

Le dépouillement s'effectue par intégration de la
courbe effort-déflexion à l'aide d'un planimètre.
L'aire de la section de rupture est obtenue par mesure
directe de ses dimensions.

s.s. Raideur de la machine

La raideur de l'anneau dynamométrique s'obtient
directement à partir de sa courbe d'étalonnage. Dans
la zone de travail (soit autour de 10 daN), on a trouvé
une raideur de l'ordre de 20000 daN/cm.

La détermination de la raideur du bâti a exigé une
manipulation spéciale, et on j'a trouvée également
de l'ordre de 20000 daN/cm. La raideur résultante
de l'ensemble bâti-dynamomètre est donc de 10000
daN/cm environ. Cette v-aleur est sensiblement égale
à la valeur obtenue par Tattersall et Tappin pour leur
seule cellule de mesure, dans le cas de la plus raide
(11000 daN/cm environ).

Cette raideur est près de 4 fois plus forte que celle
de la plus raide des deux machines utilisée par
Nakayama (2700 daN/cm).

Si l'on admet que l'éprouvette à double entaille
de la figure fonctionne comme une éprouvette à
entaille unique de hauteur moitié moindre, on obtient,
pour la valeur de 1/ flo = (!j hlo donnée par (85), en
fonction du produit Eh :
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TABLEAU 1

Les deux dernières lignes de ce tableau sont
obtenues en égalant à Yo, la valeur de z (1J) donnée
par le premier membre de (80), et dont la courbe
représentative est tracée sur la figure 7. Les valeurs
obtenues pour ao doivent être augmentées si le rap-
port I/h s'écarte de l'optimum po-l.

Pour h = 2,5, 10devra varier entre 11 cm et 17 cm
pour un produit Eb variant de 100DOOà 400000.

Ceci pourra être aisément obtenu en faisant varier
la distance entre points d'application de la sollicita-
tion.

Si l'on fixe à 10 cm la portée entre appuis, on voit
que ho varie de 2,3 cm à 1,5 cm dans les mêmes
conditions.

6. EXEMPLES DE RESU_LTA TS

Le tableau 2 présente quelques exemples de résul-
tats obtenus, d'une part sur 7 terres cuites, sur du
verre à glace, sur un certain nombre de céramiques
réfractaires (échantillons fournis par la Société fran-
çaise de céramique, ainsi que les valeurs de E cor-
respondantes), et sur des roches naturelles (échantil-
lons fournis par le Laboratoire de Mécanique des
Solides de l'Ecole Polytechnique, également avec les
valeurs de El.

Les courbes effort-déflexions obtenues correspon-
daient, dans la quasi-totalité des cas, à des ruptures
à ptJU près parfaitement contrôlées. En partiGulier on
a vérifié qu'il était possible de suspendre l'accroisse-
ment de la déflexion sans qu'il y ait poursuite de la
diminution de la réaction de l'éprouvette, et donc
sans qu'il y ait poursuite de la progression de la fis-
sure (figure 17 d).

La connaissance de E et de F permet d'en déduire
le facteur d'intensité de contrainte critique Kc:

(108 ) Kc = -vi2 E YI

On constate que l'énergie spécifique de rupture
moyenne observée sur les terres cuites étudiées
varie de 5 000 ergs/cm2 à 40000 ergs/cm2 environ.
On observe d'ailleurs une dispersion autour de la
valeur moyenne, qui peut être assez grande dans
certains cas, mais reste du même ordre que celles
observées pour d'autres caractéristiques mécaniques
de ce matériau.

Eb 0 100000 200000 300000 400000
daN

1/p.o - 4,32 5,40 6,20 6,80
10 (h = 2,5) cm 10,8 13,5 15,5 17,0
ho (1= 10) cm - 6,48 8,10 9,30 10,20

Vo 2,3 2,2 1,7 1,5

'}Omin 0,265 0,375 0,424 0,445 0,465
ao cm 0,66 0,94 1,06 1,10 1,16
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TABLEAU 2

. échantillons fournis ainsi que les valeurs de E correspondantes:
(1) par la Société française de Céramique;

(2) par le Laboratoire de Mécanique des Solides de l'Ecole Polytechnique

Fig. 17 a. - Enregistrement XY d'une courbe effort-déplacement:
,uJ\.ureIMhble (ou non con"AI~e) Fig. 17 b. - Enre~istr"mcnt XY d'une courbe effQrt-dçpl~Gement; rllptllre

semlstable (non con.trblée sur une certaine longueur de propagation, suivie
de rupture contrôlée).
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Module
Facteur intensité

yf moyen de contrainte
Matériau ergs/cm2 d'Young E critique (CGS)

dynesfcm2 Kc = 2 E YI

1 - Terres cuites
1 11 970 0,179.1012 65,2.106
2 24000 0,236.1012 106,2.106
3 25700 0,137.1012 83,9.106
4 39800 0,104.1012 91,1.106
5 8600 0,238.1012 64,0.11)6
6 5570 0,272.1012 55,0.16
7 32900 0,239.1012 125,2.106

Il - Verre à glace 3530 0,443.1012 55,9.106

III - Céramiques réfractaires' (1)
Mullite-cordiérite ............ 20600 0,180.1012 86 .106
Alumine frittée .............. 63980 0,538.1012 262 .106
Alumine électro-fondue ...... 59570 1,062.1012 356 .106
Mullite ...................... 34030 0,690.1012 217 .106

IV - Roches naturelles' (2)
Granit à grain fin séché...... 31 200 0,480.1012 173 .106
Granit à grain fin saturé...... 31200 0,480.1012 173 .106
Protogine du Mont Blanc...... 58900 0,500.1012 242 .106
Marbre du Mosset............ 20000 0,800.1012 179 .106
Calcaire de Saint-Vaast...... 3720 0,045.1012 18,3.106

V - Argiles crues séchées

Mélange 1 2 3 4 5

YI moyen 25360 23400 12380 9870 7300
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Fig. 17 c. - Enregistrement XY d'une courbe effort-déplacement:
rupture contrôlée

Fig. 17 d. - Enregistrement temporel (2 voies), du déplacement (courbe
croissante) d'une part, de l'effort (courbe décroissante) d'autre part
mettant bien en évidence le fait qu'un palier de déplacement se traduit
par un palier d'effort. La courbe effort-déplacement qui apparaît sur
le même graphique a été construite par points à partir des deux précé-
dentes. Les origines des coclrbes temporelles sont décalées d'un centimètre
sur l'axe des temps.

La valeur obtenue sur le verre, pour lequel on a pu
obtenir également la rupture contrôlée, est de 3530
ergsfcm2, en bon accord avec les résultats de la
1ittérature. -

Les valeurs moyennes obtenues sur les céramiques
réfractaires varient de 20 000 ergs/cm2 à 65 000
ergs/cmi environ, ce qui est également de l'ordre
de grandeur des valeurs fournies par la littérature
pour cette catégorie de matériau (30.000 à 50000).
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La moitié inférieure de ces valeurs recouvre la moi-
tié supérieure de celles observées sur les terres
cuites.

Les roches naturelles fournissent une gamme de
valeurs allant de 3700 ergs/cm2 à 60000 ergs/cm2
qui recouvrent donc l'ensemble des deux gammes
précédentes. A noter que le calcaire de Saint-Vaast
a une valeur du même ordre que celle du verre, mais
du fait de sa très forte porosité, a un comportement
mécanique totalement différent (il s'agit en fait d'une
roche extrêmement friable).

Les valeurs de Kc montrent que la meilleure résis-
tance à l'effet d'entaille est obtenue pour l'alumine
électro-fondue, pour laquelle on obtient une valeur
de 356.10"(C.G.S.). Les plus faibles valeurs sont obte-
nues pour le calcaire de Saint-Vaast (18,3.106) et le
verre (56.106).Leurs résistances sont cependant très
différentes du fait des différences dans la taille des
microfissures préexistantes.

Enfin, ce tableau 2 fournit également quelques
valeurs obtenues sur des argiles crues séchées. On
constate, de façon assez inattendue, que les valeurs
que l'on obtient dans ce cas, sont du même ordre
que celles que l'on obtient pour les terres cuites.
Les modules n'ayant pas été mesurés, on n'a pu en
déduire Kc,

7. COMPARAISON AVEC LESRESULTATS
DE LA LITTERATURE

Le tableau 3 présente quelques résultats relevés
dans la littérature, concernant divers matériaux et
obtenus par différentes méthodes, dont certaines
sont analogues (mais non exactement semblables) à
la nôtre (cf [23]).

On constate que les ordres de grandeur des résul-
tats obtenus au cours de la présente étude s'inscri-
vent très bien dans ce tableau. On remarque que le
YI de la terre' cuite est en général de plusieurs fois
supérieur à celui du verre. II reste environ 10 fois
inférieur à celui du chlorure de sodium avec fibres
(YI = 200 000 ergs/cm2), ce qui constitue une indica-
tion intéressante pour la recherche d'améliorations,

TABLEAU 3

'YI ergs/cm2

rn
.S

rn-
Q)~

-orn
=';:
ou
rn]::-

0
Co

Na CI 20000 à 40000
MgO 4 200 à 35 000 suivant 0 grains
AbO3 20000 à 50000
BeO 15000
Briques
réfractaires 30000 à 50000

Verre 4000

NaCI + fibres 200000
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CONCLUSION

Les résultats obtenus montrent que, tel qu'il a été
conçu et mis au point, l'essai que nous proposons
pour la mesure de l'énergie spécifique de rupture
permet de caractériser convenablement les diverses
terres cuites de ce point de vue, dont l'importance
est fondamentale pour la compréhension du compor-
tement à la rupture de ce matériau dans les diverses
conditions de sollicitations, ainsi que pour la recher-
che d'améliorations.

Une fois bien au point, et moyennant un matériel
approprié, cet essai se révèle d'exécution facile,
rapide et relativement peu coûteuse, ce qui permet
d'accumuler rapidement un grand nombre de résultats
et d'appliquer à ceux-ci un traitement statistique.

Les essais exploratoires réalisés sur une large
gamme de matériaux minéraux, tant artificiels que
naturels, montrent que le champ d'application de la
technique que nous avons présentée peut déborder
assez largement le domaine des céramiques de cons-
truction. En particulier, la possibilité d'obtenir la rup-
ture contrôlée sur le verre montre que cette techni-
que peut être utilisée jusque dans les cas les plus
difficiles (faible énergie de rupture et forte résis-
tance).

Les résultats obtenus montrent que, pour les
divers matériaux minéraux que nous avons étudiés,
l'énergie de rupture moyenne peut varier dans de très
larges proportions, allant de 3 000 ergs /cm~ pour le
verre à près de 65 .000 ergs/cm~ pour des céramiques
hautement réfractaires, soit un rapport entre extrê-
mes allant de 1 à 20 environ. A noter que l'on
retrouve un rapport du même ordre pour les roches
naturelles, alors qu'il n'est que de 1 à 8 pour les
terres cuites, qui possèdent par ailleurs des énergies
de rupture allant de 2 fois à 13 fois celle du verre.

La résistance mécanique étant commandée par une
combinaison de l'énergie de rupture et d'un paramè-
tre de texture (ordre de grandeur de la taille des
micro-fissures préexistantes), il apparaÎt que l'on
peut envisager deux voie.s d'amélioration correspon-
dant, l'une à l'augmentation de l'énergie de rupture,
l'autre à la modification de la taille des microfissures.
Compte tenu de ce que nous avons constaté plus
haut sur les conditions qui gouvernent la propaga-
tion instable et non contrôlée d'une fissure, cette
modification devra se faire dans le sens d'une
diminution ou d'une augmentation de cette taille sui-
vant le mode de sollicitation auquel on aura affaire.

En particulier, dans certains cas de sollicitations à
déformations imposées rencontrées dans la pratique,
et qui donnaient lieu dans certaines conditions à
propagation instable d'une fissure dans une zone de
concentration de contrainte très localisée, il est
apparu que, pour y remédier, il était nécessaire
d'augmenter la taille des micro-fissures préexistantes
(contrarement à /'idée courante que ce sont les fissu-

res de plus grande taille qui sont « critiques »). Ceci
a permis d'expliquer la constatation paradoxale qui
avait été faite, et suivant laquelle, dans ces condi-
tions, c'étaient les terres à forte résistance qui don-
naient lieu à rupture, et non les terres à résistance
moindre.

Ceci montre à quel point les caractéristiques de
rupture usuellement déterminées (résistance à la
traction, à la compression) ne peuvent être consi-
dérées comme des caractéristiques intrinsèques puis-
que les conditions et le mode de rupture dépendent
fortement, comme nous l'avons vu plus haut, des
conditions extrinsèques de sollicitation, y compris la
géométrie. Par contre l'énergie de rupture est (au
moins en première approximation, correspondant à
une hypothèse d'indépendance par rapport à l'histoire
du chargement) la quantité intrinsèque qui fournit la
clef de ces divers comportements pour peu que l'on
connaisse suffisamment par ailleurs les paramètres
de texture définissant la morphologie interne du
matériau.

En première approximation ces paramètres de tex-
ture peuvent se ramener à la seule taille des micro-
fissures efficaces, laquelle commande au premier
chef (nous l'avons vu dans la première partie), les
conditions de stabilité, semi-stabilité ou instabilité
complète de la progression des fissures.

Ceci nous a permis de compléter les conséquences
tirées ici des analyses théoriques faites au premier
chapitre de façon à obtenir une méthode de déter-
mination de la taille de ces microfissures efficaces.
Cette méthode est constituée par la combinaison de
trois déterminations expérimentales:
- l'énergie de rupture YIdécrite ici.
- la résistance R à la rupture en traction ou en

flexion classique à force imposée.
- le module d'élasticité E.

Sachant que la rupture se déclenche au moment
où G atteint la valeur 2 "(Ù moment qu( correspond
en outre à la valeur maximale atteinte par la force F,
la connaissance simultanée de "(p, E et F permet en
effet de déterminer la valeur de la fonction
y/ ('1)= Zl h) de l'équation (59) de la première par-
tie. Le report de cette valeur sur le graphique de la
figure 6 (première partie) fournit alors immlffdiate-
ment la valeur de '10= ao/h correspondant à la taille
initiale ao des microfissures présentes dans l'essai
réalisé.

Nous avons effectivement, et de façon systémati-
que, utilisé cette méthode qui conduit, sur la base
d'essais de réalisation simple et rapide, à la possi-
bilité d'une description complète du comportement
à rupture d'un matériau donné dans les diverses condi-
tions de sollicitations. Les résultats correspondants
feront l'objet de publications ultérieures.
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La compliance C est donc la pente de cette courbe
au point de fonctionnement et V,. est le volume rési-
duel des vaisseaux considérés.

Pour simplifier encore cette description du fonc-
tionnement des vaisseaux, l'hypothèse suivante est
faite:

Les paramètres R, L, C, Vr sont supposés constants
et indépendants de la fréquence, de la pression, du
volume. C'est-à-dire, que le système vasculaire est
considéré comme étant linéarisé.

D'autre part. les débits instantanés étant beau-
coup plus faibles dans les réseaux veineux que dans
les vaisseaux artériels, l'inertance y sera négligée
devant la résistance visqueuse à l'écoulement. De
même, dans les réseaux artériolocapillaires qui
constituent l'essentiel des résistances systémique
et pulmonaire, survient essentiellement une' chute
de pression en phase avec le débit et la compliance
y sera négligée. Nous obtenons donc trois types
d'équations auxquelles correspondent trois analogues
électriques (figure 3).

2.2.2. FONCTIONNEMENT DES VENTRICULES

Les ventricules sont des organes dont le fonction-
nement est plus complexe que celui des vaisseaux
et auxquels ne peuvent être appliquées les méthodes
ayant servi pour ces derniers. En effet, la forme du
ventricule est complexe et le jeu des valves intro-
duit des non-linéarités.

On peut toutefois ad!TIettre qu'il n'y a pas de
fuite au travers de la paroi myocardique, et l'équa-
tion de continuité (1) est alors valable pour le ven-
tricule.
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Pour décrire le fonctionnement, les débits d'entrée
et de sortie sont supposés suivre des lois analogues
à celles des vaisseaux (équation 2). Pour simplifier
la représentation, elles sont linéarisées, c'est-à-dire
que L et R sont supposés indépendants de la fré-
quence, du volume et de la pression. Il faut toutefois
tenir compte des non-linéarités introduites par les
valves et de l'état différent dans lequel se trouve le
myocarde, selon que le ventricule se remplit (dias-
tole) ou qu'il se contracte (systole). L'équation (2)
devient donc pour un ventricule:

Pl - P .
01 = R SI Pl > PVD

~ 0, = 0

)

Oz= ~~!2_~
RvI Rvs

Oz = 0

(4)
si Pl < P

dOz si P > Pz
dt

(5)
si P < Pz

Le remplissage se faisant à basse pression, les phé-
nomènes d'inertie sont négligés devant la résistance
à l'écoulement pendant la diastole.

L'action de pompage du cœur est décrite en consi-
dérant qu'elle peut être décomposée en quatre
phases:

1° Une phase de remplissage sous l'action de la pres-
sion veineuse pulmonaire (puisque la contribution
active des oreillettes est négligée dans notre
modèle).

2° Une phase de contraction à volume constant
(toutes valves fermées), le sang étant supposé
incompressible.

3° Une phase d'éjection, la pression ventriculaire
étant supérieure à la pression aortique. (Valves
aortiques ouvertes).

r / MODËLELINËAIRE

PAD MAX

PAD mN

/

/
/ .

/
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Fig. 4. - Relation pression-volume d'un ventricule
v

15 septembre 1974

VEINES-
t

V=VO.j(O,-QI)dl: 0 0
0

P= 1. (V-V..)
p,r 1 Pz

C

eTp. - Pz '" RQ1 0 0

RESISTANCESYSTEMIQUE-
0 '\NW 0

P. - Pz = Rq1

1

R

lPz= RQ2
0 0

Fig. 3



aiguës à thorax ouvert ont permis de relever les
valeurs des pressions dans les diverses cavités vas-
culaires et cardiaques, la vitesse du sang dans l'aorte
initiale (par débimétrie électromagnétique) dont l'in-
tégration fournit Qva.4Q,et les varïations instantanées
du diamètre transversal du V.G. (par méthode ultra-
sonore).

b) Une série expérimentale de cœurs isolés placés
en circulation parabiotique a été effectuée par S.
Hagl et est rapportée par ailleurs [4]. Dans ces con-
ditions particulières l'aorte et -les artères coronaires
sont irriguées à pression ajustable. Le cœur bat à
fréquAnce spontanée régulière, n'effectuant qu'un
travail de pression, sans éjection (contraction
« isovolumique »). Un ballon introduit dans la cavité
ventriculaire et rempli de liquide permet d'imposer
le volume intracavitaire. Les fonctions FI, F2 et Fs
ont été identifiées à partir de cette série expéri-
mentale.

Seules les inertances Lva.AI',Lw.As, LVD.AI'n'ont pas
été calculées à partir des données dont nous dispo-
sions. Les paramètres étant localisés, les valeurs ne
peuvent être calculées à partir des dimensions vascu-
laires ; elles ont donc été ajustées sur le calculateur
de façon à obtenir des courbes correctes de pres-
sions, débits et volume.

Les unités adoptées pour la suite de ce travail sont,
pour plus de commodité, celles utilisées par les
médecins. (Pressions en mm Hg, volume en ml et
débits en mils). .

Les réponses du modèle ont été relevées autour
d'une condition moyenne de fonctionnement estimée
{(normale» pour un chien de 20 kg.

Remarques:

1. Par opposition avec les identifications de pro-
cessus plus habituelles, on peut expérimentalement
avoir une approche directe de nombreuses grandeurs
à divers niveaux du système cardio-circulatoire. L'en-
semble du système ne se présente donc pas comme
une « boîte noire» dont seules sont accessibles l'en-
trée et la sortie. Par exemple, pour le bloc artériel
pulmonaire, connaissant le débit moyen de la pression
artérielle pulmonaire instantanée, on identifie très
simplement la résistance et la compliance. Dans cer-
taines conditions expérimentales, il est en outre
possible de modifier certaines grandeurs indépen-
damment les unes des autres.

2. Tous les paramètres ne sont cependant pas
accessibles et en particulier chez un même animal.
la multiplication des expérimentations fournit des
résultats numériques très dispersés, dont la norma-
lisation n'est pas évidente. Aussi est-on souvent
conduit à des approximations par rapprochement des
résultats personnels et de ceux de la littérature.
Mais il apparaît qu'une marge assez large est possi-
ble pour l'évaluation numérique de certains paramè-
tres (en particulier les caractéristiques des compar-
timentsveineux)~ansmodifierlavaleurde~réponses
d'ensemble du système.
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Fig. 6. - Schéma de câbla3e pour la résolution du système d'équations
de la fonction ventriculaire gauche

2.4. Résolution du système d'équations

l'ensemble du modèle comporte un système de 3.0
équations dont la plupart sont différentielles du pre-
mier ordre.

l'adaptation du système d'équations à la program-
l'nation du calculateur analogique se fait à l'aide de
facteurs d'échelle. Cette mise à l'échelle est effec-
tuée ici sans grandes difficultés puisque l'on connait
les ordres de grandeur des différentes variables.

Le calculateur utilisé est un calculateur analogique
d'enseignement fabriqué à l'Ecole supérieure d'élec-
tricité et qui permet d'obtenir une précision suffi-
sante compte-tenu de la nature du problème étudié,
pour un prix de revient particulièrement bas. La seule
opération susceptible de créer quelques difficultés
est .Ia multiplication des deux fonctions ava et Vva au
niveau du ,ventricule gauche. En effet, la dynamique
de la pression ventriculaire gauche est telle que l'on
doit utHiser un facteur d'échelle important. L'utilisa-
tion d'un multiplieur relativement plus performant
que l'ensemble des autres éléments a permis de
conserver la précision initiale du calculateur.

les résultat,s sont illustrés sur la figure 6 où appa-
raît le schéma de câblage du calculateur pour le seul
ventricule gauche.

2.5. Conditions d'étude

Les résultats sont illustrés sur Ja figure 6 où appa-
chés:

- d'une part, pour le ventricule gauche seul «< sys-
tème en boucle ouverte »),

- d'autre part, pour le ventricule gauche inclus dans
l'ensemble de la boucle circulatoire «< système
bouclé ,,). (*)

--

(*) Pour l'étude du système bouclé, le modèle A a été
appliqué au ventricule droit.
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aiguës à thorax ouvert ont permis de relever les
valeurs des pressions dans les diverses cavités vas-
culaires et cardiaques, la vitesse du sang dans l'aorte
initiale (par débimétrie électromagnétique) dont l'in-
tégration fournit OVG.4Q,et les variations instantanées
du diamètre transversal du V.G. (par méthode ultra-
sonore).

b} Une série expérimentale de cœurs isolés placés
en circulation parabiotique a été effectuée par S.
Hagl et est rapportée par ailleurs [4]. Dans ces con-
ditions particulières l'aorte et -les artères coronaires
sont irriguées à pression ajustable. Le cœur bat à
fréquf!nce spontanée régulière, n'effectuant qu'un
travail de pression, sans éjection (contraction
« isovolumique»). Un ballon introduit dans la cavité
ventriculaire et rempli de liquide permet d'imposer
le volume intracavitaire. Les fonctions F1, Fz et Fs
ont été identifiées à partir de cette série expéri-
mentale.

Seules les inertances LVG.AP,La.As, LVD.APn'ont pas
été calculées à partir des données dont nous dispo-
sions. Les paramètres étant localisés, les valeurs ne
peuvent être calculées à partir des dimensions vascu-
laires ; elles ont donc été ajustées sur le calculateur
de façon à obtenir des courbes correctes de pres-
sions, débits et volume.

Les unités adoptées pour la suite de ce travail sont,
pour plus de commodité, celles utilisées par les
médedns. (Pressions en mm Hg, volume en ml et
débits en mils). .

Les réponses du modèle ont été relevées autour
d'une condition moyenne de fonctionnement estimée
« normale» pour un chien de 20 kg.

Remarques:

1. Par opposition avec les identifications de pro-
cessus plus habituelles, on peut expérimentalement
avoir une approche directe de nombreuses grandeurs
à divers niveaux du système cardio-circulatoire. L'en-
semble du système ne se présente donc pas comme
une « boîte noire» dont seules sont accessibles l'en-
trée et la sortie. Par exemple, pour le bloc artériel
pulmonaire, connaissant le débit moyen de la pression
artérielle" pulmonaire instantanée, on identifie très
simplement la résistance et la compliance. Dans cer-
taines conditions expérimentales, il est en outre
possible de modifier certaines grandeurs indépen-
damment les unes des autres.

2. Tous les paramètres ne sont cependant pas
accessibles et en particulier chez un même animal.
La multiplication des expérimentations fournit des
résultats numériques très dispersés, dont la norma-
lisation n'est pas évidente. Aussi est-on souvent
conduit à des approximations par rapprochement des
résultats personnels et de ceux de la littérature.
Mais il apparaît qu'une marge assez large est possi-
ble pour l'évaluation numérique de certains paramè-
tres (en particulier les caractéristiques des compar-
timents veineux) sans modifier la valeur des réponses
d'ensemble du système.
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Fig. 6. - Schéma de câbla3e pour la résolution du système d'équations
de la fonction ventriculaire gauche

2.4. Résolution du système d'équations

L'ensemble du modèle comporte un système de 3.0
équations dont la plupart sont différentielles du pre-
mier ordre.

L'adaptation du système d'équations à la program-
mation du calculateur analogique se fait à l'aide de
facteurs d'échelle. Cette mise à l'échelle est effec-
tuée ici sans grandes difficultés puisque l'on connait
les ordres de grandeur des différentes variables.

Le calculateur utilisé est un calculateur analogique
d'enseignement fabriqué à l'Ecole supérieure d'élec-
tricité et qui permet d'obtenir une précision suffi-
sante compte-tenu de la nature du problème étudié,
pour un prix de revient particulièrement bas. La seule
opération susceptible de créer quelques difficultés
est la multiplication des deux fonctions IXVG et VVG au
niveau du ,ventricule gauche. En effet, la dynamique
de la pression ventriculaire gauche est telle que l'on
doit uti,liser un facteur d'échelle important. L'utilisa-
tion d'un multiplieur relativement plus performant
que l'ensemble des autres éléments a permis de
conserver .Ia précision initiale du calculateur.

Les résultat.s sont illustrés sur la figure 6 où appa-
raît le schéma de câblage du calculateur pour le seul
ventricule gauche.

2.5. Conditions d'étude

Les résultats sont illustrés sur .Ia figure 6 où appa-
chés:

- d'une part, pour le ventricule gauche seul «< sys-
tème en boucle ouverte »),

- d'autre part, pour le ventricule gauche inclus dans
l'ensemble de la boucle circulatoire «< système
bouclé »). (*)

(") Pour l'étude du système bouclé, IB modèleA a 6t6
appliquéau ventricule droit.
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Pour le ventricule gauche seul, la pression de rem-
plissage du ventricule gauche Pvp n'est plus une
variable du circuit, mais elle est maintenue constante
et ajustée à la valeur désirée. Il s'agit alors d'un
paramètre. Le ventricule gauche est chargé par son
réseau systémique dont la pression ou la résistance
globale peut être maintenue à une valeur constante
choisie.

Pour le système bouclé, mis à part la fréquence
qui est variable indépendante dans ce modèle des
propriétés mécaniques de la boucle circulatoire,
aucune variable ne peut être ajustée à une valeur
fixée indépendamment des autres variables.

Une des caractéristiques particulières de ce sys-
tème bouclé est qu'il contient un volume constant
de sang. Les propriétés observées pour les deux
cœurs droit et gauche en boucle ouverte doivent
apparaître modifiées dans le système bouclé dans
lequel! toute augmentation du volume sanguin d'un
bloc se fait au détriment du volume des autres blocs.

Deux remarques s'imposent à ce propos:

Ces deux types d'étude correspondent bien aux
modèles expérimentaux:
- Les préparaNons de cœur isolé sont bien identi-

fiables à la simu,lation du ventricule gauche seul.
- L'étude du cœur in situ correspond au {( système

bouclé », en remarquant que, dans les conditions
d'ane,sthésie profonde, l'action des régulations
centrales peut être considérée comme minime,
ce qui répond aux limitations de notre étude.

3. RESULTATS

3.1. Influence de la fréquence cardiaque
sur le système bouclé

La fréquence, variable indépendante dans le
modèle, varie de 1 à 5 Hz autour de sa valeur normale
(3 Hz), tous les autres facteurs étant inchangés. Dans
ces conditions, étudiées pour le modèle A, le volume
éjecté par coup décroît constamment lorsque la fré-
quence augmente, les pressions et débits augmen-
tent, passent par un maximum et décroissent rapide-
ment (figure 7).

Cette figure montre qu'une augmentation de la
fréquence cardiaque de 1 à 5 Hz ne s'accompagne
que d'une augmentation de 30 à 68 mils du débit
moyen, ce qui est en accord avec les données expé-
rimentales établissant que la seule fréquence cardia-
que n'Ast pas un moyen suffisant pour agir sur le
débit de sortie des ventricules.

Il est intéressant de noter la présence d'un maxi-
mum du débit d'éjection du ventricule en fonction
de 'a fréquence: celui-ci est situé plus haut que la
fréquence {( normale» de fonctionnement 'du vèntri-
cule, mais les propriétés électriques du myocarde
et le réseau coronaire ne sont pas représentés dans
ce modèle. Leur action conjointe aurait pour effet de
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Fig. 7. - Débit cardiaque. Pression aortique moyenne
et % volume éjecté en fonction de la fréquence cardiaque

déplacer ce maximum vers les fréquences basses en
altérant les possibHités de contraction du myocarde
aux fréquences élevées.

Les résultats fournis par le calculateur pour le
système bouclé peuvent être comparés précisément
à ceux d'expérimentation in vivo, par exemple à ceux
récemment publiés par Limbourg [5] sur des chiens
anesthésiés à thorax fermé chez lesquels la fré-
quence cardiaque était artificiellement imposée entre
6.0 et 130 pulsations à la minute. La comparaison est
significative car les débits sont normés par rapport
aux poids des animaux et il est donc facile de les
ramener au poids du chien simulé (figure 7).

Les chiens utilisés par Limbourg avaient une fré-
quence au repos relativement basse (1 Hz environ),
si bien que les courbes ne recouvrent pas entière-
ment la gamme des fréquences que nous avons
explorée.

Compte tenu de la dispersion entre les différents
individus d'une même population en biologie, nous
constatons une bonne concordance entre ces diffé-
rents résultats :le8 pentes des courbes de pression
aortique et de débit sont égales et les courbes de
pourcentage du volume éjecté coïncident sensible-
ment.

3.2. Influence de la résistance systémique
sur le ventricule gauche isolé

C'est essentiellement la réponse aux variations
de la résistance systémique qui a été étudiée, la

. fréquence cardiaque et la pression veineuse de rem-
plissage étant ajustées à des valeurs constantes.



Pour le modèle A, dans ces conditions, le vo!lume
télédiastolique reste constant, ce qui est normal, la
phase de remplissage n'étant pas sensi,blement affec-
tée par la charge. Lorsque la résistance croît, les
pressions augmentent et le débit moyen d'éjection
décroît. Il est possible de comparer les résultats
fournis par le calculateur à des résultats d'expéri-
mentation in vivo: Beneken [3] et Sagawa [7] ont
étudié les mêmes grandeurs hémodynamiques (pres-
sion veineuse pulmonaire, pression aortique, débit de
sortie du ventricule gauche) sur des préparations
de cœur isolé de chien. Leurs ré~u!tats sont présen-
tés sous la forme de courbes reliant le débit moyen
d'éjection à la pression veineuse de remplissage pour
différentes pressions aortiques. La figure 8 présente
ces résultats comparativement aux résultats obtenus
sur notre modèle, et donne une relafion fournie dans
les mêmes conditions avec le modèle linéaire: alors
que le modèle linéaire donne une réponse incorrecte,
le modèle A reproduit bien ,ia saturation du débit
observée pour les fortes pressions de remplissage,
et le niveau de saturation varie avec la pression
aortique. Compte tenu des différences de poids entre
les chiens qui entraînent des différences de pente
entre les courbes, la concordance est très acceptable
entre IGS courbes réelles et les courbes fournies par
le modèle A.

Les courbes reliant le débit moyen d'éjection à la
. pression aortique moyenne peuvent être tracées pour
différentes pressions veineuses pulmonaires: une
famille de droites est obtenue (figure 9). Dans le
domaine des pressions aortiques faibles, un désac-
cord apparaît avec les courbes réeHes publiées par
Sagawa [7] et Beneken [3] qui présentent une satu-
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ration et même un maximum dans cette zone. Cette
divergence a été attribuée à l'influence du réseau
coronaire, dont le modèle B s'est efforcé de rendre
compte.

Modèle B: les résultats fournis par le calculateur
permettent de tracer, pour la pression veineuse pul-
monaire « normale ", la courbe reliant le débit moyen
d'éjection à la pression aortique moyenne (figure 9).
Pour les pressions aortiques supérieures à la pres-
sion normale (110 mmHgJ, la courbe est peu modifiée
et présente sensiblement la même pente. Par contre,
pour les pressions aortiques inférieures à la - pres-
sion aortique normale, elle diffère largement: la
courbe obtenue avec une simulation de l'influence
du réseau coronaire présente un maximum puis une
décroissance marquée lorsque la pression aortique
décroît.

Sur cette même figure est rapportée une courbe
obtenue par Beneken [3] pour un chien de 12,7 kg.
La différence de poids explique la différence de débit
pour une même pression aortique moyenne. A cette
restriction près, la coïncidence est bonne entre les
courbes.

Remarques

Pour le modèle A, il est intéressant de remarquer
que, lorsque la résistance systémique passe de la
moitié au double de sa valeur normale, la pression
aortique moyenne passe de 65 à 157 mm Hg, alors
que le débit moyen ne décroît que de 86 à 56 ml/s.

Si on prend comme analogue électrique simplifié
du ventricule gauche en régime établi une source de
tension de valeur constante (pour une pression vei-
neuse pulmonaire de remplissage constante), de
résistance interne Rv, -chargée par une résistance Rs
(figure 10), on voit qu'au voisinage du poillt de fonc-
tionnement normal, Rv vaut environ le double de Rs.
Ceci suggère que, dans les conditions normales de
fonctionnement, le ventricule associé à son réseau
systémique se comporte plus comme un générateur
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de débit que comme un générateur de pression, ce
qui rejoint les résultats publiés par Robinson [6]
dont la représentation du fonctionnement ventricu-
laire était notablement différente de la nôtre.

Un des problèmes auxquels s'était heurté Robinson
lors de l'élaboration de son modèle était celui du
phénomène décrit par Sarnoff sous le nom de « régu-
lation homéométrique ».

Cet auteur avait mis en évidence le' fait que le
ventl"icule effectue un plus grand travail d'éjection
(défini comme étant le produit de la pression et du
volume éjecté par coup) à partir de la même aug-
mentation du volume télédiastolique (donc de la
pression veineuse pulmonaire) lorsque cette auqmen-
tation se fait à débit constant plutôt qu'à pression
aortique constante.

Cette particularité apparaît dans notre modèle. En
effet, une augmentation de pression veineuse pulmo-
naire de 2 mm Hg à partir de l'état normal amène
dans le premier cas une augmentation de travail dou-
ble du second cas. Cette « régulation homéométri-
que» pourrait donc n'être que la conséquence de
cette propriété du ventricule d'être plus un générateur
de débit qu'un générateur de pression.

Influence de la résistance systé,mique
sur le système bouclé

Tous les paramètres du système cardio-vasculaire
sont fixés à leur valeur normale et seule la résis-
tance systémique est variée. Les résultats obtenus
sont présentés à la figure 11.

3.3.

Pour le modèle A, on constate que, lorsque RB
augmente, le débit moyen diminue, la pression aorti-
que croît au détriment de la pression dans les veines
systémiques. La pression veineuse pulmonaire
croît avec la résistance systémique, alors que la
pression artérielle pulmonaire décroît. Ceci a pour
effet d'augmenter le volume télédiastolique du ven-
tricule et donc de limiter la diminution du débit dûe à
l'augmentation de résistance. Il y a donc un transfert
de sang qui s'effectue aux dépens des veines systé-
miques et des artères pulmonaires vers les veines
pulmonaires et les artères systémiques.
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Pour le modèle B, la seule différence sensible avec
les résultats du modèle A apparaît dans le domaine
des basses pressions aortiqU'3s: un maximum du
débit sanguin moyen existe en effet pour une pres-
sion aortique d'environ 90 mm Hg (figure 11). les
variations des pressions veineuses systémique et
pulmonaire appellent les mêmes remarques que pré-
cédemment.

Remarques

1. En effet, chez l'animal, toute augmentation de
la résistance périphériqUe se traduit par une aug-
mentation nettement plus sensible de la pression
télédlastolique du ventricule gauche et par de faibles
variations du débit moyen [8]. les divergences entre
les résultats trouvés à l'aide du modèle et la réalité
peuvent vraisemblablement être expliquées par un
contrôle neura-humoral au niveau des veines systé-
miques. Dow a étudié l'influence de la pression dans
le sinus carotidien sur la tension des muscles des
parois veineuses et conclut à l'existence d'un tel
contrôle.

2. Il est intéressant de comparer sur une même
figure les courbes liant le débit moyen d'éjection à
la pression aortique moyenne respectivement pour le
ventricule gauche isolé et le système bouclé, sans
ou avec interférence de la circulation coronaire, pour
une même pression veineuse pulmonaire (8 mm Hg)
(figure 12). On constate tout d'abord que le fait de
boucler le système circulatoire, et donc de travailler
à volume sanguin constant entraîne une stabilisation
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du débit moyen vis-à-vis des variations de pression
aortique: une variation plus faible du débit est
observée lorsque le système est bouclé. D'autre part,
dans ,la zone des pressions aortiques supérieures à
8 mm Hg, l'introduction du réseau coronaire a pour
effet d'améliorer la stabilisation du débit vis-à-vis
des variations de la pression aortique. Pour des pres-
sions inférieures à 80 mm Hg, le ventricule entre en
défai Ilance et la représentation adoptée pour le
réseau coronaire ne peut nous renseigner que sur
l'instant suivant immédiatement la chute de pression
aortique.

4. CONCLUSION

A ce stade de l'étude, le fonctionnement du modèle,
et plus particulièrement celui du modèle du ventricule
gauche, apparaÎt relativement fidèle à la réalité. La
comp.araison entre les pérformances des systèmes
bouclés (à volume sanguin total constant) et en bou-
cle ouverte {ventricule gauche isolé} montre que les
propriétés mécaniques de la boucle circulatoire suf-
Fisent à assurer, à elles seules, une relative stabilité
du débit sanguin lorsque la résistance périphérique
varie.

Dans sa conception d'ensemble actuelle, le modèle
de la fonction ventriculaire gauche présente trois
originalités:

1. Les relations pression-volume des ventricules sont
non-linéaires. Cette amélioration est importante,
car elle permet de rechercher les réponses ventri-
culaires dans la zone des pressions-volumes ven-
triculaires élevées.

2. L'introduction d'une boucle de réaction entre la

pression aortique et la fonction ventriculaire gau-
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che {circulation coronaire} permf!t de retrouver
une bonne concordance avec les données expé-
rimentales.

3. La confrontation avec les résultats expérimentaux
a été recherchée le plus souvent possible dans
l'élaboration du modèle, aussi bien pour /'identifi-
cation des paramètres que pour vérifier la validité
du modèle.

La vérification du degré de conformité du modèle
est le deuxième aspect de la confrontation à l'expé-
rimentation. Ici encore deux stades très différents
sont à distinguer:

- L'obtention de réponses qualitativement confor-
mes aux données expérimentales apparaÎt déjà
comme un stade très instructif pour l'analyse des
mécanismes en cause.

- Plus délicate est la définition d'une conformité
quantitativement satisfaisante, qui nécessite la con-
frontation de diverses expériences de perturbations
réglées.

La conformité satisfaisante d'un modèle ne signifie
pas sa « véracité », et il ne peut de toutes façons
contenir plus que ce qu'on y a mis.

Le fait, par exemple, d'avoir obtenu avec le der-
nier modèle, des réponses comparables aux données
expérimentales n'assure pas que la définition de la
fonction ventriculaire par le seul terme de com-
pliance variable est fondamentalement vraie, ni que
sa modulation en fonction de la pression de perfu-
sion coronaire est exactement représentée. Mais, il
paraÎt important qu'un tel modèle, même approxima-
tif et hypothétique, puisse servir à caractériser le
fonctionnement ventriculaire, puisque les paramètres
caractéristiques peuvent être déduits de grandeurs
mesurées à l'entrée et à la sortie. Une première
approche globale de ce type présente donc un inté-
rêt pratique certain. Alors que la recherche de carac-
téristiques plus élaborées, telles que la vitesse de
contraction de l'élément contractile, doit passer par
diverses hypothèses non directement vérifiables, la
quantification de la compliance ventriculaire apparaÎt
une voie intéressante et est envisageable par appro-
che directe ou indirecte.

Au total, dans son état présent d'élaboration, le
modèle développé apporte une contribution pratique
à l'analyse de la régulation du système cardia-circu-
latoire Il est important de souligner que les seules
propriétés mécaniques, en tenant compte des carac-
téristiques propres du ventricule et de l'influence de
la circulation coronaire, suffisent à assurer une rela-
tive stabilité du système et à retrouver les schémas
fondamentaux de sa régulation. Le fait que les rela-
tions pression-débit du ventricule gauche soient bien
retrouvées, paraÎt déjà important. La poursuite de ce
travail avec une plus grande précision de l'identifi-
cation des paramètres devrait donc permettre de
développer les applications attendues dans divers
domaines:

- diagnostique, par corrélation entre diverses gran-
deurs. Rappelons tout particulièrement l'intérêt
d'une définition de la compliance ventriculaire
gauche.
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-- physiologique, par une définition quantitative de
ces régulations.

- pharmacologique, la comparaison avec le modèle
permettant l'analyse du point d'action des agents
pharmacologiques dans la boucle cardia-vascu-
laire.

- technologique, pour la définition des caractéris-
tiques de prothèses cardiaques.
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