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RESUME

Dans une première partie, nous analywns la portée et les limitations des théories
cinématiques de l'effet photoélastique, ainsi que leur application à la détermination de con-
traintes élastiques ou non.

Dans une deuxième partie, nous établissons les équations constitutives électromécaniques
d'un diélectrique viscoélastique non linéaire. La théorie est dynamique, en ce sens que l'équa-
tion de comportement est déduite des équations du mouvement, des équations de Maxwell,
du premier principe de la thermodynamique et de l'inégalité de Clausius-Duhem.

Les résultats obtenus sont appliqués à l'effet photoélastique généralisé, considéré
comme résultat de la perturbation produite par un champ électromagnétique faible sur un
diélectrique en mouvement.

Dans une troisième partie, nous analysons les manifestations expérimentalement ob-
servables, dues à cet effet photoélastique généralisé.

L'étude de l'influence de la déformation et du mouvement du diélectrique sur la pro-
pagation des ondes électromagnétiques planes montre l'existence de biréfringence, de di.
chroïsTfl,e et de pouvoir rotatoire d'origine mécanique.

Nous concluons par l'examen de quelques perspectives théoriques et expérimentales
dans l'étude de l'effet photoélastique généralisé.
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SUMMARY

The first part of the paper gives a review of the kinematical theory of the photo.
elastic effect, and its application to the experimental analysis of elastic or anelastic stresses
and strains.

ln the second part, the constitutive électromechanical équations are derived for a vis-
coelastic non-linear-dielectric. The theory is a dynamical one, in this sense that the behavioT
equation is derived from the equations of motion, Maxwell' s equations, the first principle of
themodynamics and the Clausius-Duhem inequality.

The results are applied to the so-called « generalized photoelastic effect» considered
as the effect of a perturbation due to a weak electromagnetic field (the light) on a dielectric
in motion.

ln the fast part we analyze the measurable data, related to this generalized photo-
elastic effect. The study of the deformation and motion of the dissipative dielectric on the
propagation of plane electromagnetic waves .~hows the existence of birefringence, dichroïsme
and gyrotropy of mechanical origin.
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PREMIERE PARTIE

LES THEORIES CINEMATIQUES DE L'EFFET PHOTOELASTIQUE

1. Développement historique
de la photoélas.ticité

Trois moments importants marquent, dans
l'histoire des sciences, la compréhension des
origines et de la signification de l'effet photo-
élastique:

A. La découverte qualitative du phénomène
est due à Sir David Brewster, en 1815 [1]. De
son bref mémoire de cinq pages, nous extrayons
la proposition:

« [ ...] 1 have been Led to the discovery 01 a
remarkable property of soft transparent solids,
in virtue of which they exhibit, by simple
pressure, aU the optical qualities of doubly
polarising crystals ))

dont il est opportun de souligner le caractère
prophétique. En effet, un des buts poursuivis
dans la présente contribution, consiste à éta-
blir que la déformation et le mouvement d'un
diélectrique conduisent à toutes les formes de
manifestations optiques, classiques en optique
cristalline et non pas à la seule biréfringence
linéaire.

B. La formulation quantitative de lois sus-
ceptibles de régir le phénomène est donnée
successivement par Neumann, en 1841 [2] et
Maxwell, en 1853 [3].

Ces premières relations entre l'anisotropie
optique et sa cause mécanique constituent un
exemple type de théorie cinématique de l'effet
photoélastique. Explicitons son contenu prin-
cipiel, en choisissant, à titre d'exemple, la
théorie de Maxwell réduite à ses éléments

essentiels, mais transposée en notations con-
temporaines.

La propagation de la lumière dans un diélec-
trique isotrope, linéaire, transparent, est dé-

crite, en électrodynamique classique, par les

équations de Maxwell, auxquelles on adjoint

l'équation du comportement électromagnétique

-+ -+

p = co X E (1)
-+

liant la polarisation diélectrique P au champ
-+

électrique générateur E, par une simple rela-

tion de proportionnalité, caractérisée par la
susceptibilité diélectrique X.

L'essence de la théorie cinématique de Max-

well consiste à perturber l'équation de compor-
tement électromagnétique (en fait, la valeur
de la constante X) par le tenseur des con-

traintes T

x~ X (T) (2)

La susceptibilité devient un tenseur, du fait
de l'anisotropie introduite par la déformation,

qui devra se réduire au tenseur sphérique 0'(1
en l'absence de contraintes:

Xi; =' oXÔij + Iii (Tkz) (3)

Le choix de la fonction f (Tkz), conjointement

avec l'équation de comportement mécanique du
matériau, déterminera le degré d'évolution du
modèle photoélastique. Ainsi, dans la théorie
de Maxwell, on admettra que la fonction à
valeur tensorielle f est une fonction linéaire

isotrope du tenseur des contraintes:

Xii = oXDii + Al Tii + 112 Tl'k Dij (4.)

L'équation de comportement électromagné-

tique (1), devient

Pi = co Xii Ei = co (oXDii + Al Tij

+ A2 Tkk Dii) Ei (5)
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relation qui, une fois introduite dans les équa-
tions électromagnétiques de Maxwell, permet
d'en rechercher les solutions en ondes planes.
Il est bien connu qu'un milieu décrit par (5)
présente de la biréfringence linéaire. On dp-
termine ainsi quantitativement l'influence des
contrainte sur la célérité des ondes lumi-
neuses.

Si le matériau étudié est supposé élastique
linéaire (hookien), nous pouvons substituer les
déformations (évanouissantes) €ii aux con-
traintes Tii dans (5), grâce à l'équation de com-
portement mécanique supposée non perturbée
par le passage des ondes électromagnétiques:

Tii = À Ekk Oii + 2 Il Eii

et obtenir ainsi la formulation équivalente
de Neumann.

(La notation €ii est utilisée pour les défor-
mations évanouissantes). Dans une théorie plus
élaborée, on pourra, au goût de chacun, intro-
duire séparément ou simultanément les géné-
ralisations suivantes:

1. Introduire dans (3) une relation non linéaire

entre les tenseurs X et T.

2. Considérer le matériau étudié comme ani-

sotrope dans l'état non contraint (effet pho-
toélastique dans les cristaux).

3. Utiliser un formalisme compatible avec l'hy-

pothèse de déformations finies.

4. Modifier l'équation de comportement mé-
canique du milieu par exemple

a) :1' - T (A) (7) corps élastique
- - - -- - - -

b) T - T (A, V) (8) corps viscoélastique

On obtiendra comme cas particulier, en li-
néarisant (3) et (8) l'équation régissant le com-
portement d'un solide viscoélastique linéaire
de Kelvin- V oigt.

t

c) T = - P 1 + ? [A (t), V, ...]
a

fluide de Rivlin-Ericksen
etc.

Toutes ces théories ne contiennent aucun

élément essentiel nouveau par rapport à la
théorie de Maxwell, et en conservent toutes

les caractéristiques fondamentales, à savoir:

REVUE DE L'INDUSTRIE MINERALE - MINES

1. L'équation constitutive électromagnétique
(qui complète les équations de Maxwell
par une description du comportement du
matériau) est toujours celle d'un diélec-
trique parfait transparent, rigide, immo-
bile

-+ =-+

P = €o X E (10)

(6)

avec X symétrique

2. L'équation constitutive mécanique (qui
complète les équations d'équilibre en dé-
crivant le comportement du matériau eu
l'absence de tout champ magnétique),
donnée a priori, n'est jamais modifiée
par le passage des ondes lumineuses.

3. L'interaction entre la propagation de la
lumière et la déformation du milieu (effet
photoélastique) est obtenue par une des-

cription de la perturbation de X par les
contraintes, ou le cas échéant, d'llutres
variables.

Dans la mesure où la cinématique se borne
à une description du mouvement, nous avons
appelé ce type de théorie cc théorie cinémati-
que ».

(9)

C. La théorie dynamique de l'effet photo-
élastique dans les corps déformables, intro-
duite dans le cas des diélectriques élastiques
par R. Toupin en 1963 [4], trouve son origine
dans plusieurs travaux antérieurs [5] [6].

Quelle que soit l'importance des progrès réa-
lisés grâce à la formulation quantitative appor-
tée par les théories de type cinématique (en
particulier le développement de la photoélas-
ticimétrie), celles-ci ne pouvaient plus s'avérer
satisfaisantes au moment où l'on s'efforce de

construire la mécanique rationnelle des milieux
continus sur des fondements rigoureux. Elles
s'avèrent insuffisantes à expliquer diverses ob-
servations expérimentales [7] à [13] et dès
lors à constituer une base théorique adéquate
aux méthodes photoélastiques de mesure d'états
de contraintes non élastiques.

Dans la théorie dynamique, les équations
générales valables pour tout milieu continu,
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phénomènes électromagnétiques,siège de
savoir;

- les équations du mouvement (conservation
de la quantité de mouvement et de son
moment) ;

- l'équation de continuité (conservation de
la masse) ;

- les équations de Maxwell ;

- les principes de la thermodynamique
sont complétées par un nombre adéquat d'équa-
tions de comportement.

Dans la théorie de Toupin, le continu est
diélectrique transparent et élastique; les va-
riables thermodynamiques sont donc la pola-

-+ =
risation P et la déformation A ; les équations
de comportement sont l'énergie interne U,

-+

électromotive 0 (définie comme
le champ local et valant

-+ ~ -+ -+

G = E + v x B,

l'intensité

équilibrant

(Il)

c'est-à-dire, en fait, le champ électrique effec-
tivement subi par une « particule» du milieu,

-+ =
en mouvement à la vitesse v), et la contrainte T.

Le champ électromagnétique lié à l'onde lu-
mineuse est faible, de telle sorte que le pro-
blème sera traité comme un calcul de pertur-
bation autour d'un état initial de déformation

finie, mais de champ électromagnétique nul.
Il résultera de ce calcul de variation, une re-
présentation de l'effet photoélastique, conforme
aux lois de la mécanique rationnelle et aux
principes de la thermodynamique.

Le but de cette introduction n'est pas de
mettre en évidence le caractère rigoureux de la
théorie dynamique, comparé aux déficiences
des théories cinématiques.

Il est de souligner la signification des trois
étapes essentielles intervenues dans la com-
préhension de l'effet photoélastique ; décou-
verte expérimentale, formulation descriptive

317

à dans la théorie cinématique, formulation
analytique dans la théorie dynamique, con-
forme aux exigences de la mécanique ration-
nelle des milieux continus.

Nous pouvons ainsi préciser la place occupée
par le travail original présenté dans la deu-
xième partie: il s'agit, du moins à notre con-
naissance, de la première théorie dynamique
de l'effet photoélastique dans un milieu con-
tinu dissipatif, tant du point de vue mécanique
(viscosité) que électromagnétique (non trans-
parence).

2. La photoélasticimétrie

Il règne une certaine confusion entre
photoélasticité et photoélasticimétrie. Cette
dernière est une technique d'ingénieur basée
sur l'emploi de l'effet photoélastique à la dé-
termination des contraintes élastiques. Les
mesures effectuées sur un modèle réduit sont

ensuite transposées au prototype, à partir de
relation8 classiques de similitude (qui ne sont
d'ailleurs pas toujours correctement explicitées,
notamment lors de l'existence de forces de
volume).

La photo élasticimétrie est basée sur les hy-
pothèses suivante8 :

1) Une théorie cinématique utilisant l'équa-
tion de comportement (4).

2) L'élasticité linéaire hookienne du modèle
et du prototype (6) qui entraînent:

1O) La coïncidence des directions princi-

pales du tenseur des susceptibilités X'
du tenseur des déformations évanouis-

santes é, du tenseur des contraintes T

2°) La coïncidence des points de sphéricité
de ces mêmes tenseurs

3O) Des relations linéaires entre les valeurs
principales de ces mêmes tenseurs sy-
métriques:

XJ = uX + Al<TI + A2 «T2 + <Ts) = °X
+ Blél + B2 (é2 + és) (14)

et deux relations simiJaires par per-
mutation des indices.

15 juin 1971
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4°) A l'approximation de la perturbation

faible (n = ~, désignant un indice dev

nI -

réfraction)

on = V 1 + Xl - Vl+~=' ~ (Xl - oX)

(15)
et dès lors

nI - on = CI(TI + C2 «(TJ + (T-I) = KI El
+ K2 (E2 + ES) (16)

et deux relations similaires par permu-
tation des indices.

CI et CJ sont les constantes photoélastiques
en contraintes «( stress-optical coefficients»),
exprimées en d'archaïques unités 10-13 cm2/
dyne appelées « Brewster » ; KI et KJ sont les
constantes photoélastiques en déformation
«( strain-optical coefficients»).

Le groupe (16) constitue les relations dites
de Maxwell-Neumann, base de toute la photo-
élasticimétrie linéaire classique.

On a coutume de fixer le début de l'ère

photoélasticimétrique à 1901, date à laquelle
l'ingénieur des Ponts et Chaussées français,

A. Mesnager, appliqua cette technique à la dé-
termination des efforts intérieurs dans un mo.

dèle réduit d'un pont au col de Balme [15].

L'examen de la figure 1, extraite de l'œuvre
de Maxwell, nuance cette affirmation. On y
distingue, à gauche un réseau d' « isochromes »
à droite d' « isoclines», au centre de « trajec-
toires des contraintes principales».

Le texte d'accompagnement est révélateur:
il s'agit bel et bien de la première analyse pho.
toélasticimétrique et le fait que les contraintes
y étaient d'origine thermique, n'y change rien.
La nouveauté, dans l'expérience de Mesnager
ne réside pas dans la technique (celle-ci, au-
jourd'hui encore, dans la quasi-totalité des
laboratoires d'analyse des contraintes, est celle
illustrée à la figure 1: relevés expérimentau1(
des isochromes et isoclines, construction des
enveloppes des directions principales, réalisa-
tions de calculs ou d'expériences complémen-

taires), mais bien dans la finalité de l'expé-
rience: d'exercice académique chez Maxwell,

elle prend, avec Mesnager, rang de technique de
la société industrielle.

}IR JAMES CLERK MAXWELL ON THE

E
Fig.2.
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Fig. 1
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Notons, au passage, que Brewster était par-
faitemeut conscient des perspectives ouvertes
par sa découverte. On lit en effet, dans le
« Traité de la lumière)) [14] que J.F.W. Hers-
chel écrivit pour l'Encyclopédie métropo-
litaine :

« La sagacité du docteur Brewster n'a pas

laissé échapper le parti que l'on pouvait tirer
de sa découverte, appliquée au but important
de s'assurer de la flexion et de la compression
des diverses parties des ouvrages d'architecture,
tels que les ponts de pierre, les constructions
en bois de charpente, etc., en assemblant des
modèles de verre de la même manière que les
matériaux mêmes )).

Quatreouvrages importants ont, chacun à leur
époque, permis d'asseoir la photoélasticimétrie
sur des bases sérieuses, en précisant les exi-
gences d'une expérimentation correcte. La base
théorique demeure la théorie cinématique.

E. Coker et L. Filon [16], en 1931, publient
le premier ouvrage d'ensemble (théorie, tech-
nique expérimentale, applications). L'ouvrage
fourmille d'exemples concrets, en particulier de
déterminations de facteurs de concentration de

contraintes qui aujourd'hui emplissent les for-
mulaires d'ingénieurs.

H. Leboiteux et R. Boussard éditent en 1940

[17] un ouvrage de synthèse, au titre précis
« Photoélasticité et Photo élasticimétrie )), in-

troduit par une saisissante préface de P. Lan-
gevin.

La photoélasticimétrie d'après-guerre est
marquée par l'ouvrage de M. Frocht [18] aux
bases théoriques imprécises, mais enrichi par
l'apport de deux moyens expérimentaux quali-
tativement nouveaux: la découverte des filtres

polarisants du type « polaroïd)) (se substituant
aux prismes de Nicol et modifiant ainsi la
technique d'observation), et la mise au point
des résines synthétiques (transformant la tech-
nique de réalisation des modèles réduits en
photoélasticimétrie bi-ou tridimensionnelle).

L'essentiel de l'état actuel de la technique
photoélasticimétrique est décrit dans une con-
tribution de T. J essop dans « Handbuch der
Physik - Encyclopedia of Physiks)) [19], tan-
dis que l'aspect cristallographique est détaillé
dans le volume XXV /1 du même ouvrage [20].

En 1963, A. Robert et E. Guillemet [21] à
[26] présentent une méthode nouvelle d'obser-
vation expérimentale où certaines innovations
sont liées à l'aspect tridimensionnel de l'étude
(l'emploi de la lumière diffusée) d'autres à la
technique d'expérimentation proprement dite.
Un lecteur superficiel pourrait conclure que
l'essentiel de ces méthodes nouvelles consiste
à substituer une mesure électronique automa-
tisée à la traditionnelle observation de franges
d'interférence, le tout étant interprété au moyen
d'une représentation géométrique commode: la
sphère de Poincaré.

Le changement introduit est en réalité beau-
coup plus profond et l'examen de cette ques-
tion mérite une analyse plus détaillée, en rap-
port avec les perspectives expérimentales exa-
minées dans la troisième partie de la présente
contribution.

S'il était possible de mesurer simplement
nI, n" ns et les directions principales corres-
pondantes, les équations (16) fourniraient la
80lution générale du problème photoélastici-
métrique. Malheureusement, les différences
(ni - on) etc., sont très faibles et dès lors
difficiles à mesurer. Par contre, la mesure du

déphasage entre les ondes biréfractées se pro-
pageant dans la direction 3

27r
'f = -- e (ni - ni)À

(17)

est extrêmement simple à mesurer à partir
d'observations en lumière polarisée. Soustra-
yant l'une de l'autre les deux premières équa-
tions (16) :

1

1 (nl - ni) - C (crl - crz)
(18)

C1, dite constante photo-(avec C = Cl

élastique relative),

relation vade-mecum du photoélasticimétriste.

Nous limitant, pour l'exemple, et sans perte
de généralité, à l'état plan de contraintes, et
appelant par respect de la tradition, « biré-
fringence)) la quantité ("') (nl - nz), on obtient
la proposition clé de la photoélasticimétrie :
--

\ ...) La biréfringence constitue le phénomène de
double réfraction et non la valeur de (nl - n2)'
Ce distinguo prend quelque importance lors.
qu'on ne se limite plus à la s9ule biréfringence
linéaire.
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(( Dans un matériau élastique linéaire hoo-
kien (6), photoélastique linéaire (16) soumi!!
à un état plan de contraintes et observé au
moyen d'une onde lumineuse se propageant
normalement à ce plan: 1

1. Les directions principales du tenseur
des susceptibilités diélectriques et du
tenseur des contraintes sont con-
fondues

2. La (( biréfringence» est proportion-
nelle à chaque valeur principale du
déviateur C') des contraintes ».

Un siècle de répétitions de cette proposition,
sous les formes les plus diverses, noyées dans la
description de techniques et d'appareillages
expérimentaux variés, a solidement ancré l'opi.
nion suivant laquelle:

1. L'effet photoélastique (c'est-à-dire l'inter-
action entre la déformation du milieu et la

propagation des ondes électromagnétiques)
ne se manifeste que par l'apparition de
biréfringence linéaire.

2. L'expérimentation se limite à la détermina-
tion des directions principales optiques et à
la mesure de la (( biréfringence» (ni - n2).

Cette opinion est à ce point répandue que de
nombreuses théories cinématiques [8] [27], for-
mulent leur équation de comportement non
sous la forme (3), mais sous la forme:

(nI - n2) = f (contraintes ou (et) autre~ va.
riables) (19)

dite (( formule de biréfringence ».

Or cette opinion est erronée. Nous montrons
ci-après que la nature de l'effet photo élastique
est bien plus complexe et plus riche en possi-
bilités- D'autre part, les techniques expérimen-

(,:,) Décomposons le tenseur des contraintes (planes)
en partie isotrope et déviateur, dans ses axes
principaux

( ,no )0 <7z (
YI + (Y2 0

)2 0 (YI + (Y2

(YI - (Y2 0 )0 (YI - <T2
+-

2
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tales actuelles (interférométrie, holographie, po-
larimétrie) sont devenues suffisamment raffi-
nées pour permettre la mesure complète de

X ou d'autres grandeurs caractéristiques de pro-
priétés optiques plus complexes du milieu. C'est
dans cette perspective qu'il faut comprendre
l'effort entrepris vers une formulation rigou-
reuse des équations de comportement régissant
l'effet photoélastique.

L'apport nouveau de la méthode Robert-
Guillemet consiste à substituer à la mesure

classique de la (( biréfringence» incarnée par
une frange d'interférence colorée, une déter-
mination des formes propres du groupe des
formes de lumière polarisée transmises par le
milieu [28]. D'une manière plus générale, eHe
a enrichi les possibilités d'étude expérimentale
de la propagation des ondes électromagnétiques
dans un milieu déformé sans préjuger a priori
de l'existence du seul phénomène de biréfrin-
gence.

3. Photoviscoélasticimétrie
et photoplasticimétrie

Le succès obtenu par la photoélasticimétrie
dans la détermination des contraintes élastiques,
a conduit à rechercher des généralisations per-
mettant l'emploi de techniques expérimentales
similaires en vue de la détermination de con-

traintes auélastiques. La difficulté d'emploi des
méthodes de calcul numérique dans ce cas n'a
fait que renforcer la nécessité de méthodes
expérimentales adéquates.

Les deux généralisations à la fois les plus
nécessaires, du point de vue technologique, et
les plus naturelles, consistent à étudier l'effet
photoélastique dans un solide respectivement
élasto-plastique ou visco-élastique.

A première vue, les théories cinématiques of-
frent une voie d'approche simple à ce pro-
blème, à partir d'une modification de variables
indépendantes dans l'équation descriptive (3).

A. La photoviscoélasticimétrie

Une contribution récente de J. Romain [29]
dresse le bilan actuel des travaux en photovisco-
élasticimétrie. Il résulte de cette analyse que
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le fondement de la techniqne expérimentale
est, dans chaque cas, l'hypothèse cruciale et
admise a priori, que la relation entre contrain-
tes et biréfringence a la « même forme » C') que
la relation entre contraintes et déformations

dans un matériau viscoélastique.

Cette hypothèse se retrouve en particulier
dans la première contribution sur le sujet, due
à Mindlin [30] en 1949. Le problème posé y
est en réalité le problème inverse posé par
l'emploi de résines synthétiques en photoélas-
ticimétrie: peut-on déterminer des contraintes
dans un prototype élastique à partir de mesures
sur un modèle viscoélastique ?

On retrouve la même hypothèse dans les
mémoires de E. DiU [31] [32] où le tenseur
Xii est supposé univoquement déterminé par
l'histoire des déformations, sous une forme

linéarisée pour les petites déformations. La
technique expérimentale correspondante fait
l'objet d'une analyse de M. Williams et R.
Arenz [33].

Cette pratique expérimentale est symptoma-
tique des possibilités de la théorie cinématique
et mérite, à ce titre, d'être résumée: on admet

qu'il est possible de relever en chaque point,
en fonction du temps (cas plan)

- une « biréfringence » : (nI - nt) = /I (x, t)

une « orientation des axes principaux op-
tiques» : ri. = ri. (x, t)

Moyennant une expérience d'étalonnage adé-
quate qui « détermine» les propriétés photo-
viscoélastiques du matériau supposé linéaire,
il devient possible de remonter, au prix de
longs calculs [29], aux contraintes dans Je
modèle.

Le formalisme opérationnel, basé sur l'em-
ploi de la transformation de Carson [34], d'em-
ploi courant en vis coélasticité linéaire, peut
être utilisé avec avantage en photoviscoélasti-
cimétrie.

En fait, on admet, comme allant de soi:

1) que (nI - nI) et ri. sont les seules grandeurs
à mesurer,

(,;,) La signification donnée à cette expression ambi-
guë n'est jamais précisée de manière satisfai-
sante.
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2) que les matériaux sont a priori Boltzman-
nien, tant du point de vue mécanique que
optique,

3) qu'il suffit de substituer dans (3) ou plus
exactement, hélas, dans (19), à la relation
élastique (6), une relation viscoélastique Ii-

néaire T = (fonction linéaire de A et V)

soit

Tii = AIAkk8ij + l\ tA ii + "\.SVkkDii+ .\;Vij (20)

opération qui, effectivement, revient à admet-
tre a priori, et comme évident, que les
équations de comportement mécaniques et op-
tiques, considérées comme distinctes, sont simi-
laires. Quelques fois, l'approximation prend
des formes plus frustes encore, qui témoignent
d'une méconnais8ance de la complexité du phé-
nomène de biréfringence mécanique (est-ce une
conséquence de l'apparente simplicité de la
photoélasticimétrie linéaire?). L'on rencontre
fréquemment dans la littérature l'affirmation
selon laquelle la biréfringence évolue « paral-
lèlement» à la déformation. Combien de fois

n'a-t-on pas affirmé que l'isocline optique ob-
servée expérimentalement coïncide « évidem-
ment» avec l'isocline mécanique?

Cette affirmation « It is reasonable to assume

that mechanical creep strain parallels the opti-
cal creep birefringence» est répandue dans la
littérature [35]. Or nous avons démontré le
contraire dans des publications antérieures [7]
à [12] [36].

Et pourtant? N'est-il pas logique d'admettre
le schéma de raisonnement implicitement con-
tenu dans cette affirmation, à savoir que les
mêmes mécanismes à l'échelle moléculaire -

disons à titre d'exemple, l'orientation des seg-
ments moléculaires dans un haut polymère -
sont responsables et des propriétés mécaniques
et des propriétés optiques? Dès lors, l'évolu-
tion dans le temps de cette orientation de
segments se marquera également dans les deux
phénomènes...

C'est oublier que d'autres mécanismes, par
exemple le mouvement d'un noyau latéral ben-
zénique, qui n'ont que des effets imperceptibles
sur la déformation, peuvent avoir des effets
colossaux sur les propriétés optiques.

15 juin 1971
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En outre, le recours à une justification de
type microrhéologique (par exemple l'existence
d'une biréfringence de déformation et d'une
biréfringence d'orientation [36] [37]) n'est pas
un procédé admissible dans le cadre d'une

théorie rigoureuse relevant de la mécanique ra-
tionnelle des milieux continus.

Conclusion: la théorie, de type cinématique,
utilisée en photoviscoélasticimétrie est concep-
tuellement insatisfaisante, en particulier parce
que basée sur une série d'évidences contredites
par la pratique expérimentale.

B. La photoplasticimétrie

Une très ancienne publication mise à part
[38], les contributions dans ce domaines sont

récentes. Le travail de synthèse le plus impor-
tant dans ce domaine est dû à Javornicky [39]
à [41].

Dans la seconde partie de ce texte, le com-
portement de type plastique est explicitement
exclu du modèle original présenté. Cependant
l'examen des théories cinématiques en photo-
plasticité est intéressant car il confirme à nou-
veau l'insuffisance de telles théories et constitue

à cet égard un encouragement au développe-
ment de théories dynamiques adéquates.

Dans la masse des travaux en cours dans cc

domaine en pleine évolution, nous retiendrons
les contributions suivantes.

- L'école soviétique utilise essentiellement
des susbtances cristallines (Ag CI') pour simuler
la déformation plastique des matériaux [42] à
[44].

-- L'école de Munich fonde son analyse sur
une ressemblance (et non une similitude!)
entre la courbe contrainte-déformation d'un
métal et celle obtenue à vitesse de sollicitation
constante, pour le celluloïde et d'autres ma-
tériaux [45] à [51]. Les succès obtenus par
cette méthode sont intéressants: il n'empêche
que l'explicitation des bases théoriques sur
lesquelles elle repose est nulle.

- L'école de Frocht [52] à [56] construit
sa technique photoplasticimétrique sur un en-
semble de résultats expérimentaux obtenus sur
le nitrate de cellulose. Une expérience essen-
tielle a trait à l'examen comparatif des direc-
tions principales de contrainte, de déformation
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et de susceptibilité. Le résultat expérimental:
0::dans une expérience donnée, les directions
principales optiques coïncident avec les direc-
tions principales de contrainte et non avec
celles de déformation JJ constitue en fait, la base
axiomatique de la méthode.

Une première conclusion s'impose: toutes
les observations dites de « photoplasticité JJ in-
diquent une dépendance considérable au temp~
des observations qui relève davantage d'un
modèle visqueux.

Mais la portée restreinte et l'insuffisance
d'une théorie cinématique apparaît clairement
lors de l'analyse des contributions contenant
une justification théorique [57] [27] [58] [59].

Partant de l'existence de deux mécanismes

microrhéologiques distincts (la déformation va-
lencielle et l'orientation moléculaire) agissant
à la fois sur la déformation et la susceptibilité,
utilisant la décomposition de la déformation
en partie élastique et partie plastique

Aii = AJe) + Ai/P) (21)

les auteurs utilisent une équation de compor-
tement cinématique de type similaire à (3)
mais où la variable est la déformation

Xii = "X 6ii + F (A)

La linéarisation de (22) donne

(22)

Xii = eX Oii + A/el Ai/e) + ,/\,,/,) Akkle) Dii

+ A/P) Au!P) + A,IP) Akl/P) 6ii (23)

dont on peut combiner les termes de manière

à obtenir une expression similaire à la loi de
Neumann (4)

Xii = oX Dii + A/e} [A/'] + A2(e) rAki.':":' ] 6ii] (24)

avec Ai/' = \ Ac) +
1 Ji

A/P)

AP)
(25 )

\
A.JO) 1Il .\

tenseur baptisé de « pseudo-déformations JJ.

On peut évidemment obtenir toutes les rela-
tions dérivant de relations linéaires entre ten-

seurs isotropes: coïncidence des directions
principales, formule de « biréfringence JJ... etc.
entre le tenseur des susceptibilités et un tenseUr
de « pseudo-déformations JJ inconnu, sans signi-
fication physique; ni la non-linéarisation de
(22) et l'emploi d'un théorème de représenta-
tion, ni le fait de déterminer quelques cons-
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tantes par comparaison d'une courbe expéri-
mentale et d'une relation de biréfringence de
(24), ne modifient la conclusion que nous tirions
déjà de l'analyse des travaux en photovisco-
élasticimétrie: la théorie cinématique est im-

puissante à fournir une base théorique accep-
table pour l'expérimentation actuelle.

4. Une parenthèse: rhéooptique

et biréfringence d'écoulement

Une biréfringence d'écoulement s'observe
dans les liquides en mouvement. Une théorie
cinématique du phénomène s'obtiendra en
changeant de variable indépendante dans (3)

Xii = oX8ij + <Dii (a.Vq) (26)

La variable perturbatrice est cette fois le ten-
seur des gradients de vitesse. Les caractéris-
tiques principales du phénomène, interprétées
à partir de la théorie cinématique, ont fait
l'objet d'un exposé de W. Philippoff [60].

Une technique similaire à la photoélastici-
métrie s'est d'ailleurs développée de manière
embryonnaire: elle vise à déterminer expé-
rimentalement un champ de vitesses dans un
écoulement, à partir de mesures de biréfrin-
gence.

Du point de vue fondamental, il n'existe au-
cune différence essentielle entre les deux phé-
nomènes de biréfringence (photoélastique et
d'écoulement) : ceci ne fait que traduire l'uni-
té de la mécanique des milieux continus. En
particulier, les insuffisances des théories ciné-
matiques se retrouvent en biréfringence d'écou-
lement.

Il est cependant un aspect intéressant à rap-
peler: depuis longue date, le phénomène est
ntilisé par les physico-chimistes en vue de
l'étude des structures macromoléculaires [281.

Débordant quelque peu le cadre du sujet de
cette contribution, nous voyons se développe!
une discipline, la rhéooptique, qui constitue
l'étude de l'interaction existant d'une parI
entre le mouvement et la déformation d'un
milieu continu et d'autre part, le mode de
propagation dans ce milieu, des ondes électro-
magnétiques.

Ces travaux se développent dans trois di-
rections :

1O) Pour le physicien des milieux continus, les
phénomènes rhéooptiques constituent un
aspect de l'interaction mécanique-électro-
magnétique, du point de vue macrosco-
pique, dans un milieu continu.

2°) Pour le physico-chimiste, l'étnde des pro-
priétés rhéooptiques des matériaux contri-
bue à la connaissance des mécanismes micro-

scopiques qui sont à l'origine de phénomè-
nes macroscopiques, telle la déformation.

3O) Pour l'ingénieur, les propriétés rhéoopti-
ques des matériaux conduisent à des mé-
thodes expérimentales d'analyse expérimen-
tale de contraintes, de déformations d'écou-
lement.

Le travail présenté ci-après relève de la pre-
mière orientation. Nous avons rejeté, lors de la
critique des théories cinématiques de l'effet
photoélastique, l'injection dans la théorie de
données étrangères d'origine microrhéologique.
Ceci n'exclut nullement l'existence d'une forte
interaction entre ces trois directions de recher-

che: en fait, ce sont des problèmes rencontrés
en photo élasticimétrie qui ont amené l'étude
de l'effet photoélastique généralisé. Les don-
nées microrhéooptique éclairent la signification
de certains résultats théoriques qui, à leur tour,
permettent des applications plus nombreuses,
plus riches en possibilités et plus correctement
interprétées.

DEUXIEME PARTIE:

UNE THEORIE DYNAMIQUE DE L'EFFET PHOTOELASTIQUE DANS UN MILIEU
CONTINU VISCOELASTIQUE ET DIELECTRIQUE DISSIPATIF

1. Hypothèses de départ
et exigences vis-ô-vis de la théorie

Le but poursuivi est l'établissement d'une

théorie dynamique aussi rigoureuse que pos-
sible de l'effet photoélastique dans un diélec-
trique viscoélastique. La méthode suivie est
celle indiquée par Toupin [4], dans le cas du
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diélectrique élastique, mais généraJisée au dié.
lectrique viscoélastique au sens de Coleman et
Mizel [61]. Le problème de l'action d'un
champ électromagnétique sur un milieu visco.
élastique a été envisagé par M.). Crochet [701
d'un point de vue général. Cette généralisation
n'est pas triviale du fait de l'apport qualitati-
vement nouveau dû à la dissipation tant méca-
nique qu'électromagnétique.

Nous exigerons de la théorie:

1°) L'inclusion des déformations finies, exi.
gence pertinente si l'on veut rendre compte de
{'effet photoélastique dans des caoutchoucs, des
résines au voisinage ou au-delà de la tempé-
rature de transition, ou encore lors d'écoule-

ments de fluides viscoélastiques. Il y aura donc
lieu de distinguer variables d'Euler et de La-
grange.

2°) La prise en considération du mouvement
du milieu, exigence justifiée si l'on désire tenir

compte d'une dissipation visqueuse qui n'existe
qu'à cause du mouvement du milieu. Elle es~
nécessaire si l'on souhaite une théorie conforme

à l'électrodynamique des corps (déformables)
en mouvement [62], [63], [64], mais non dé-
générée aux solides rigides qui relèvent de
l'optique cristalline classique et non de la mé.
canique rationnelle des milieux continus.

3°) La conformité aux axiomes d'invariance et

d'objectivité classiques en mécanique ration-
nelle des milieux continus, condition d'une
théorie rigoureuse.

4 O) L'absence de toute restriction a priori
dans la description de l'interaction électroma-
gnétique, exigence indispensable si l'on veut
substituer une théorie dynamique à la théorie
cinématique dont le caractère insatisfaisant fut
souligné ci-dessus. Ceci implique que l'équation
du mouvement comportera des termes d'origine
électromagnétique, tandis que les équations de
Maxwell comprendront des termes dus au mou-
vement des particules.

5O) Le refus de toute hypothèse d'origine
expérimentale, étrangère à la formulation théo-
rique, par exemple de données microrhéolo-
giques.

Nous admettrons cependant les hypothèses
suivantes:

1°) La théorie est non relativiste du point
de vue mécanique, ce qui implique que les

v2 . .
termes en - peuvent, et doivent sous peinec2

d'incohérence, être négligés devant 1.

2°) Le milieu est diélectrique, non conduc-
teur, non magnétisé, de teUe sorte que les seules
charges électriques induites dans le milieu sont

des charges de polarisation diélectrique [65]. Il
n'est par contre pas supposé que le milieu est
transparent: une dissipation électromagné-
tique est prise en considération.

3 O) Le milieu est viscoélastique isotrope, de
telle sorte que, en l'absence de champ électro-
magnétique et dans des conditions isothermes,
l'équation de comportement prend la forme

T = T (A, V) (27)

où T est le tenseur des contraintes, symétrique

(le milieu est non polaire) A le tenseur des

déformations, V le tenseur des vitesses de défor-

mation. Les phénomènes de plasticité sont donc
exclus de la théorie.

4°) Le champ électromagnétique lié aux
ondes lumineuses est un champ faible. Ceci
n'implique pas qu'il soit négligeable, ce qui re-
viendrait à nier l'interaction électromécanique.

2. Equations de champ
et équations de comportement

Désignons respectivement par x et X les
, coordonnées spatiales et les coordonnées maté-
, rielles des « particules)) du milieu et considé-

rons l'ensemble des douze fonctions des coor-

-~-- données matérielles X et du temps t :
A

X = X (X, t)
= A
T = T (X, t)

A
U = U (X, t)
.+ A

f = f (X, t)

tenseur des contraintes

métamorphose du milieu

énergie interne par unité de masse

force volumique d'origine mécanique

REVUE DE L'INDUSTRIE MINERALE - MINES



L'effet photoélastique dans le cadre de la mécanique rationnelle des milieux continus

A

() = (j (X, t) > 0
A

S = S (X, t)
... A

h = h (X, t)
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température thermodynamique

entropie spécifique par unité de masse

vecteur flux de chaleur

champ électrique

supplément de chaleur par unité de masse et de temps

champ magnétique
-+
B intensité électromotive ou champ vraI

vecteur polarisation diélectrique

Ces douze fonctions définiront un processus
thermodynamique admissible si elles sont com-
patibles avec les lois générales des milieux
continus et les équations constitutives caracté-
risant le modèle mécanique, thermique et élec-
tromagnétique.

1) L'équation du mouvement et la conservation
de la masse.

2) Les équations de Maxwell.

div T
-+
f ++

bilan des
contraintes

forces de volume

d'origine mécanique

La force électromagnétique, par unité
lume, est la force de Lorentz

de vo- j
(29)

(30)

-+ -+ -+ -+

f' = PET-E + j x B
-+

où PEL = - div P

en vertu de la nature

purement diélectrique du milieu (hypothèse 2°).

Que vaut donc dans ces conditions la densité
-+

de courant j ?
Celle-ci est due:

-t

- à la variation de P en fonction du temps,
-+

- au mouvement des charges (-div P) sous
l'effet du mouvement du milieu.

3) L'équation du bilan d'énergie (premier prin-
cipe), auquel s'ajoute dans le cas de pro-
cessus irréversibles:

4) L'inégalité de Clausius-Duhem (second prin-
cipe) .

L'écriture de ces équations exige quelques
précautions dans le cas d'un milieu déformable
en mouvement et mérite quelques explications
détaillées.

1") L'équation du mouvement

-+
f'

-+

dv = 0
- P dt

(28)

forces de volume

d'origine électro-
magnétique

forces
d'inertie

où p = masse volumique

Mais la polarisation diélectrique est liée à la
matière et, dès lors, une mesure objective rle
son taux de variation s'exprime nécessairement

-+ -+

par le dérivée de Lie de P sur le champ v [66]
[67] notée

-+ -+ -+-> -+ +

[; P = ch P + (div P) v + rot (P xv)" (31)

(Rappelons qu'une dérivée de Lie exprime un
taux de variation dans un référentiel arbitraire

figé dans le milieu, se mouvant et se déformant
avec lui. On notera que (31) n'est pas une
équation de comportement, mais bien le calcul
du taux de variation de la polarisation par
rapport au temps, calculé par rapport à la
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S = S (X, t)
-> A

E = E (X, t)
-+ A

B = B (X, t)
-+ A -> -+
({; = rD (X, t) = E + v X
-+ A
p = P (X, t)
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matière. Il n'est donc pas licite, contrairement
à ce qui se passe dans une équation constitutive
[67], [68], de remplacer cette expression par
une dérivée de J aumann qui ne représente que
la composante rigide d'une dérivée objective).

-+
La seconde contribution dans j, le courant

dû au mouvement des charges étant
-+ ~ -+

PEL v - (- div P) v (32)
il vient

-+ -+
j=Il,P

v

-+ -+

(div P) v (33)

(29) devient
+ --+ 4 -+ -~ -+ -+

f' = (- div P) E + [E P - (div P) v l x B
v

(34)

qui s'écrit plus élégamment, si l'on introduit le
champ vrai,

-+ -+ -+ -+
0=E+vxB (35)
-+ -, + -+-+
f' = (- div P) (; + (Il,P x B)

v

L'équation locale du mouvement s'écrit donc

(dit)?} Z + r;,P x BI
v 1

-+
dv -+

P dt - t + div T

où les deux derniers termes

l'interaction électromécanique.

P doit satisfaire à l'équation
(conservation de la masse),

conditionnent

de continuité

fl,p=O
v

[67]

20) Les équations de Maxwell

La forme locale de celles-ci, dans la nota-

tion de Feynman [65] est
-+

€o div E = PET.

-+

div B = 0
-+ -+

rot E = - 0 t B
-+ -+-+

€o d rot B = €n 0 t E + j
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où PEL est la densité de toutes les charges pré-
-,

sentes, j celle de tous les courants, inclus ceux
et celles dus à la présence du champ électro-
magnétique.

En substituant (30) dans (39) et (33) dans
(42), compte tenu de (31), il vient

-+
div B = 0

-+

rot E - OtE
-t

div l'
-+

ôo div E -
-+ -+ , -+-+

~o(c2rotB - OtE) = OtP+rot(Pxv)

(43) (44) (45) (46)

où la dernière équation reflète l'existence de
mouvement dans le milieu.

(36)

3D Le bilan d'énergie (premier principe)

Il importe d'exprimer le bilan énergétique
dans le cas d'un système à interaction méca-
nique et électromagnétique.

Ce bilan est relatif à la matière contenue

dans un domaine simplement connexe D de EJ
(limité par la surface fermée b (D» que l'on
suit dans son mouvement. Le taux de variation

par unité de temps de la somme de l'énergie
cinétique Tc et de l'énergie interne U, doit être
égal à la puissance des forces extérieures d'ori-
gine mécanique PM augmentée du gain par
unité de temps en énergie calorifique Qc et en
énergie d'origine électromagnétique Qem.

(37)

(38) Tc + U = PM + Q"" + Qc (47)

1

f
' -+ 2

l'c = 2-. r dm
D

(48)
U = .ru dm (49)

D

(39)

(40 )

'+ -> "-+=-+

PlU - j r. t dV + j r (t n) dS
D b (D)

(50)

(41)

(42)

"'-+ -+

Q"" =./ j. E . dV
D

(51 )
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f -+-+> -+

Qc = h.n dS + J s dm (52) où n est le
b (D) D

vecteur unitaire extérieur normal à b (D). La
puissance spécifique de Joule vaut

-+-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+
j.E = (r;p - (div P) v) (6 - v x B) (53)

v

-~-+ -+ --+-+

-il,P.0+/,V
v

où le dernier terme est la puissance des forces
de Lorentz.

Introduisons dans le second membre de (47)

la puissance PT de toutes les forces extérieures
agissant sur D, dont la puissance des forces
de Lorentz :

~-+ .+

PT = PM + ) /' v dV
D

f -+-+

d'où Tc + U = PT + Qc + il, P 0 dV (56)
D v

D'autre part,

de l'équation
compte tenu de (48) à
du mouvement (37)

PT = - rtl" (T V) dV
D

(57)

(52), et

Tc -

où tr désigne l'opérateur « trace »

De (56) et (57), par simple comparaison, ré-
sulte la forme locale du bilan d'énergie

-+-+ -+

p u = tl" (T V) + ~ P 0 + div h + P s
v

Les 12 équations (37) (43) (44) (45) (46) (58)
forment un système indéterminé en les incon-

nues du problème, qu'il y a lieu de compléter

par un nombre adéquat d'équations constitu-
tives ou équations de comportement:

A -+==-+-+
T = T (8, g, A, V, P, [; P)

v
A -+==-+-+

U = U (8, g, A, V, P, [; P)
v

A -+==-+-+
S = S (8, g, A, V, P, il, P)

v
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(62 )

(63)

-+

où g est le vecteur gradient de température.

(54)

Ces équation appellent les remarques sui.
vantes:

1°) Elles dépendent a priori, des mêmes va-
riables d'état, en vertu du principe d'équi-
présence.

(55)

2 O) La dépendance à V traduit l'existence
d'une dissipation visqueuse au point de
vue mécanique (viscoélasticité).

-+

3°) La dépendance à J; P implique l'existence
v

d'une dissipation au point de vue électro-
magnétique (non transparence).

-+ -+

4'» L'exclusion de la dépendall(e à P et il, P,
v

et dès lors de (63), donne les équations
constitutives d'un milieu viscoélastique
classique en l'absence de champ électro-
magnétique.

(58)

-+

5O) L'exclusion de la dépendance à V et f:, P
v

donne les équations constitutives du diélec-
trique élastique traité par Toupin. Dans
des travaux antérieurs [69] [13] [71], les
auteurs ont rencontré des difficultés d'in-

terprétation de la propagation des ondes
électromagnétiques dans un modèle qui
n'était dissipatif que du seul point de vue
électromagnétique. Les deux types de dis-
sipation vont de pair.

(59)

6°) Si les quatre équations de comportement
(59) à (62) sont classiques, l'équation (63)
peut surprendre au premier examen. Re-
prenons l'équation (1) : elle constitue un
cas dégénéré de (63) correspondant au dié-
lectrique, transparent, rigide. Le mouve-
ment du milieu introduit le concept de

-+ .+

champ vrai 6 au lieu de E. la déforma-

bilité du milieu la dépendance en A, sa
= -+

viscosité la dépendance à V et [; P : l' équa-
v

(60)

(61)
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-+ A .+ = = -+ -+

h = h (8, g, A, V, P, [; P)
v

-+ A -+ = = -+ -+

0 = 0 (8, g, A, V, P, e. P)
v
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tion (63) est ainsi reconstituée. En d'autres
-+

termes, P est utilisée comme variable ex-
tensive, conjuguée à la grandeur dyna-

-+
mi que 0, de manière similaire au choix

de la déformation A comme variable ther-

modynamique extensive conjuguée à la va-

riable dynamique intensive T. Cette con.
jugaison des variables apparaît clairement
dans le bilan d'énergie (58).

-+

7°) La suppression de la dépendance à e, g
et de l'équation (62) définira la classe li-
mitée des processus isothermes.

L'existence d'une dissipation énergétique
liée à la viscosité implique que l'expression du
second principe de la thermodynamique ne se
réduit plus à une égalité identiquement satis-
faite. Tout processus thermodynamique admis-
sible doit satisfaire, outre aux équations de
conservation ci-dessus, l'inégalité de Clausius-
Duhem.

4° Postulat: le taux de production d'en-
tropie par unité de masse est non négatif en
tout point matériel X du milieu.

Calculons le taux de production d'entropie
interne ')', en introduisant l'énergie libre de
Hemholtz F = U - e 5, et tenant compte de
l'équation du bilan énergétique (58).

L'inégalité de Clausius-Duhem conduira à
des inégalités restrictives sur les coefficients ou
fonctions introduites ultérieurement dans l'étu-

de l'effet photoélastique.

3. Equations constitutives
de couplage. électromécanique

Le but de ce paragraphe est de déduire des
expressions très générales du paragraphe pré-
cédent, les relations de comportement « con-
trainte-déformation-champ)) qui traduiront le
couplage électromécanique. Dans le cas du dié.
lectrique élastique de Toupin, ou encore dans
le cas d'un diélectrique élastique, non holo-
nome [4] [71] cette dérivation était aisée, la
relation (67) se traduisant par une égalité.

Dans le cas présent, la dérivation est basée
sur un théorème, dû à G. Mayné [72] [73] et
dont un résumé se trouve en Annexe J.

Théorème: en un point matériel quelconque
du milieu, on peut construire au moins un
processus thermodynamique admissible dans
lequel la température, son vecteur gradient,
le tenseur des gradients de vitesse, et le
vecteur polarisation sont des fonctions ar-
bitraires du temps.

Corollaire: en un point matériel et à un
instant, on peut choisir arbitrairement e,
-+ -+ =
g, P, V ainsi que toutes leurs dérivées par
rapport au temps en ce point, à cet instant.

. . == -+ -+ 1-+-+

p e ')' = - p F - p 5 e + tr T V + 0 . ~ P + T h. g ;> 0

ou encore, comme

(65)

Ii -+==-+ -+

F = F (e, g, A, V, P, f!, P)
v

(66)

(
OF

)
.

[(
0 F 1 =

)
=

] (
oF

. ~ZJ-&- + 5 & + tr ,0 A - -r; T V + 0 -: ~) ~;

0 F -+

(
oF

+ ~; g + tr 0 V . If

=

) (
oF -+

)
V + tr --~ .~(2) 7r -

0 C7r
V

(67)

-+
où 7r -

-...
P

polarisation par unité de masse.
p

REVUE DE L'INDUSTRIE MINERALE - MINES

1 -+-+

pe h.g L 0
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L'indépendance des grandeurs physiques in-
tervenant dans l'inégalité de Clausius-Duhem
n'est pas triviale dans l'hypothèse d'inter-
actions avec un champ électromagnétique à
cause de la présence des équations de Maxwell
dans la définition des processus admissibles.

Introduisons une contrainte d'équilibre 1'(0)

et une contrainte complémentaire T(c) telles

que
-

l' = 1'(0) + T(c)

avec
- A

1'(0) = l' «(J, 0, A, 0, P, 0)

ne dépendant pas des taux de variation, avec
la condition supplémentaire

-->

1'(0) «(J, 0, A, 0, P, 0) = 0

la contrainte complémentaire est nulle à l'équi-
libre.

Introduisons de manière similaire
-+
0

-+ -+
= 0:0) + 0(C) (71)

avec
-+ A =-+

0(0) - 0 «(J, 0, A, 0, Ir, 0) (72)
et

-+ =-+
0(c) «(J, 0, A, 0, Ir, 0) = 0

Introduisons les expressions (68) et (71) dans
l'inégalité de Clausius-Duhem. Le corollaire
du théorème signalé permet de tirer parti de
l'inégalité par un choix adéquat des grandeurs
. = -+-+ -+-+
6, V, .E Ir, g, .E V, {;,(2)Ir, g qui peuvent être

v v v
fixées arbitrairement en un point matériel et
à un instant. Il en résulte que

oF = 0 ~=o
oV

oF
-+

0 !lIr
= 0

-+
Og

v

Le potentiel thermodynamique ne dépend ni
du gradient de température, ni des taux de va-

= -+
riation de A ou T:

A =-+

F = F «(J, A, Ir)

Il :Q.edépend plus que de la température el
des deux variables exteusives: la déformation

et la polarisation. Compte tenu des relations
(68) à (73) on obtient

~~ -~~
(75)

et

(68)

(77)

(76)

(69)

(70)
qui lie les parties dites ccd'équilibre)) de T

-+
et de 0, au potentiel thermodynamique.

L'inégalité ne joue plus que sur les gran.
deurs complémentaires:

= = -+ -+ 1-+-+

tr (T(c) V) + 0(c) .E Ir + T h. g :::",. 0v P
(78)

(73)
= -++ - - -+ -+

oF(e,A,Ir) + T=(C! (e g i V,P,!;P)
l'=p =- , " v

oA
=-+ -+--=-+-+

J= oF «(J,-+A, Ir) + ~C) (e, g, A, V, Ir, ~ Ir)
OIT

(79 ) (80)

(74)

Les équations (79) (80) constituent les équa-
tions de comportement électromécanique du
matériau. Elles expriment comment s'opère
le couplage entre contraintes, déformations,
champs électromagnétiques et pourquoi ce
couplage dépend de la nature du milieu.

Les matériaux étant supposés isotropes, il
est possible d'obtenir une forme explicite des
équations (79) et (80), considérées en variables
de Lagrange, à partir du théorème de Smith
[74] sur la représentation des fonctions ten.
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-+ oF
0(0) = -+

OIT
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~ r (
OF

) ]M = '

l
' 2 ~ + aMI

.

1 +
0 \ 01. -

toM, V + oMs VJ + oM6 (A V + VA) + oM7 (A2V + V A2)

toMs (A V' + V2A) + oMs (A2V2 + VIA2) + okIlO (A V - VA) +

t oMn (AT -- V A2) + oM12(VIA - AV2) t oM13(A2P - PA2)

t oMI' (A2V A - AV A2) + aMIs (V2AV - V AP) + aM16 (A2V2A - APA2)

+ oM17 (V2A2V - V A2P)

où l, = TrI. TrI. 1s = TrK AKI. TrI,

-+

sorielles isotropes polynomiales [0(0) est une

fonction à valeur vectorielle, fonction de deux

tenseurs et de deux vecteurs]

Par souci de simplicité, on se bornera dans

ce qui suit, aux processus isothermes.

4. L'effet photoélastique

Dans l'étude de R.A. Toupin [4] sur le
diélectrique élastique, de même que dans la
généralisation aux diélectriques non holonomes
[71], l'effet photoélastique résulte de la per-
turbation produite par un champ électroma-
gnétique faible sur un état de déformations fi-
nies à l'équilibre mécanique et en l'absence de
champ.

Dans un diélectrique viscoélastique, une per-
turbation à partir d'un état d'équilibre méca-
nique ne peut plus être envisagée, d'abord par-
ce que l'existence de ce dernier ne peut être
garantie, ensuite parce que l'on s'intéresse
précisément à l'influence de la viscosité sur le
comportement photoélastique.

L'~tat non perturbé sera caractérisé, à l'instant
ta, par

Ei= Bi= pi= 0 ox = x (X, ta)

= (~~ ) = V (X, ta)
oV 0 t 0

[2/ ~~)

De manière analogue:1

N = oN 1 + oN2 A + aNs AI + 0.. 'f:tc.
Les kI a, Na sont des invariants construits sur

REVUE DE 1 L'INDUSTRIE MINERALE - MINE.';

Désignons par ùx Ei, ùxBi, ÙXPi, ùx x et ùx v les
perturbations où les notations ùx et ùx sont

utilisées pour désigner respectivement les va-

riations lagrangiennes (à X constantes) et eu.
lériennes (à x constantes). Nous utiliserons,

dans ce qui suit, des indices majuscules pour
désigner des grandeurs exprimées en variables
de Lagrange et des indices minuscules pour ces
mêmes grandeurs en variables d'Euler.

L'équations aux variations associée à (80)
s'écrit:

ÙX 0K - oMKI. ùx TrI. + oNn ~ (ùx TrI.)
dt

(81)

On observera que cette équation, qui traduit

en fait une linéarisation pour champ faible de
l'équation de comportement (80), relie uni.

quement des grandeurs qui sont matérielles: le
-+ -+

champ vrai 0 la polarisation matérielle Tf et

i sa dérivée totale par rapport au temps.

Les tenseurs oMn et oNn, en général non
symétriques, sont définis grâce aux théorèmes
de représentation:

t oM2l A + [2 0( ~~) + oMs] A2

16 = r;K A2KI. 71:I. (82)

que une quantité calculée dans l'état non pertur-- -- -

bée sont des invariants de A et de V 0 Notons que

JM/3 ((3 = 1, 2, 3) s'annulent avec V. Cherchons
à exprimer l'équation (81) en variables d'Euler

Ùx 0i = aMi; Ùx 71:; + oNi; il. (Ùx 71:;)
V

(8,1)

-+
= = -+ dIT

A, V, Tr, - (83)dt

de sorte que les oMa, aNa (où l'indice zéro indi-
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puisque, en variables d'Euler, un taux de
variation objectif se traduit par une dérivée
de Lie. Repassons à la variable P (polarisation
par unité de volume), compte tenu de

g p = 0 (équation de continuité)
v

Ox p = 0

~ 1. .
ox (Di = - oMii oxP' + oNij il, (ox P')

op V
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Comme d'autre part

l a 01 \ k

ox 0; = ox0; + 0 (-'O~k-) ox X

mais que

d'où ox 0; -

(/ ~ ) = 0
-::. k '

\ uX

ox 0i = axEi +
-+ -+

(ov x ox B)i

et l'équation finale

(85)oxE; + (0; x 0]1); = ~ oMii Ox pi + ~ oNii g (i5;rpl
op op V

où les tenseurs oM;i et oN;i sont, en général,

non symétriques.
-+

Dans cette équation, les variations oxE, oxB,
....

oxP sont le champ électromagnétique et la po-
larisation proprement dits, puisque la pertur-
bation par le champ faible s'effectue ici au voi-
sinage d'une position initiale caractérisée par
un champ électromagnétique nul.

[TI en serait autrement si l'on voulait étudier
par exemple l'effet Kerr: dans ce cas, l'état
initial comporterait un champ électrique Eo].

Eclairons la portée de (85) par quelques
comparaisons et par l'examen de cas parti-
culiers :

10) Comparons au diélectrique
rigide, caractérisé par

-+ 1=-+
E = - X-1 P

Eo

transparent

Nous voyons que (85) substitue au champ
-+ -+

E, le champ vrai 0, que nous pouvons
-+

assimiler au champ E (dans la notation ha-
bituelle de l'électrodynamique des milieux
en mouvement) sur la particule: cet effet
est visiblement lié au mouvement du
milieu.

2°) Comparons au diélectrique rigide immo-
bile, cette fois non transparent, c'est-à-dire
présentant de l'absorption électromagné-
tique

~ = -+ = 'OPE=aP+b-
a' (86)

où a et b sont deux tenseurs, en général
non symétriques et liés à la structure cris-
talline du diélectrique [20] [75].

Nous constatons, par comparaison de (85)
et (86), une structure similaire, mais une
nouvelle influence du mouvement, traduite

(1)

-+
'oP d

, .
par la transformation de - en une en-

'Ot
vée de Lie de la polarisation.

L'équation (86) décrit un cristal biréfringent,
gyrotrope et dichroïque, dans le cas général.
De manière hâtive, on pourrait en conclure que
l'équation (85) traduit le fait que la déforma-
tion peut induire dans un milieu dissipatif
diélectrique les mêmes phénomènes: double
réfraction, absorption anisotrope, pouvoir ro-
tatoire. Le raisonnement est trop simpliste, et

-+

sous-estime l'importance des teI"mes en Il P à
v

la fois dans l'équation de comportement et dans
les équations de Maxwell. Ce point fera l'objet
de la troisième partie du texte.

30) En l'absence de viscosité mécanique mais
dans ce cas à l'équilibre (82) et (83) mon-
trent que oMii et oNii deviennent symétri-

ques, fonctions de A seul. Les effets liés .fi
~

la partie antisymétrique de M et N sont
imputables à la viscosité.

15 juin 19/1
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4°) Si, en outre, nous supposons qu'il n'y a
pas de viscosité électromagnétique, nous
retrouvons

-+ 1 = -+
ox E = - oiU ox P

0[>
(87)

avec M fonction de A seul: c'est le modèle

de diélectrique déformable élastique con-

sidéré par R.A. Toupin et qui contient le
diélectrique rigide (1) de la théorie ciné-
matique comme cas particulier.

Les équations (85) constituent une géné-
ralisation considérable des équations Max-
well-Neumann, régissant la photoélasticité
classique.

TROISIEME PARTIE

GRANDEURS OBSERVABLES ET CONCLUSIONS

1. Propagation
des ondes électromagnétiques

Nous pourrons caractériser physiquement ce
modèle du diélectrique viscoélastique en y étu-
diant la propagation des ondes électromagné.
tiques. Si l'étude de la propagation d'ondes
électromagnétiques planes dans un diélectrique
rigide anisotrope, au repos, est relativement
classique [9] il n'en va pas de même pour les
diélectriques déformables en mouvement. Pour
ceux-ci, les équations de Maxwell se com-
pliquent en raison de la présence dans (46) du

-+ -+
terme rot (P xv). Le caractère très général
de l'équation (85) augmente encore la diffi-
culté. L'étude détaillée de ce problème ardu
fera l'objet d'une publication distincte [73].

Il existe au moins deux méthodes pour étu-
dier la possibilité de propagation d'ondes élec-
tromagnétiques dans le milieu.

- La première consiste à introduire dans les

équations de Maxwell, dûment complétées
par une équation constitutive, des ondes
planes

-+ -+ -+-+
a - ao eiiknx-wt)

Le système d'équations algébriques homo-
gènes ainsi obtenu n'a de solution non tri.
viale que si son déterminant caractéristique
s'annule: c'est l'équation de Fresnel, dont
les racines donnent les célérités et les états

de polarisation possibles.

- La seconde consiste à étudier l'onde comme

une surface de discontinuité, soit pour une

REVUE DE L'INDUSTRIE MINERALE - MINES

fonction, soit pour ses dérivés. Cette tech.
nique, inaugurée par Hadamard [62], con-
duit à une formulation « en sauts » des équa-
tions de Maxwell.

Notons qu'il n'existe pas d'ondes d'Hada-
mard au sens classique, (champs continus mais
discontinuités dans les dérivées premières ou
d'ordre supérieur) comme il n'en existe d'ail-
leurs pas pour le modèle de Navier-Stokes uti-
lisé pour décrire les fluides visqueux. Une gé-
néralisation de la théorie d'Hadamard permet
cependant semble-t-il, d'obtenir des conclu-
sions identiques à celles obtenues à partir de
l'examen d'oudes planes [73].

Nous adopterons ici cette dernière méthode.
On notera que l'étude est faite localement ou,
de manière équivalente, on supposera que l'état
de déformation est homogène.

Introduisons un système d'ondes planes pour
-+ 4 ~

E, B, P.

Pour le champ électromagnétique:

-+ -+ (
n -+-+

)E = Eo ei.> C S x - t (88)

(
n -1-+ '

)-+ -~ . - sx - t
B = BQ e'"' C .

où n est l'indice de réfraction,

(89)

-+
s le vecteur unitaire dans la direction

de propogation.
-+ 4

Le champ électromagnétique (E, B) est une
grandeur locale et dès lors en variables d'Euler
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Pour la polarisation, il y a lieu de tenir
compte de la nature matérielle de celle-ci et
dès lors en coordonnées de Lagrange cette
fois

(
n -+-+

)- sx - t
pl, -" P/' ei'" C

-+ A
avec x - x (X, t)

-+

La dérivée de Lie de P, présente dans l'équa-
tion de comportement (ainsi que dans l'équation
de Maxwell (46) du fait de (33), se réduit, en
coordonnées de Lagrange, à une dérivée par.
tielle ordinaire

() pK -

(
n -+ -+

)t. pK - - = pK iw - sv - 1
v ôt c

La transformation de (92) en coordonnées
d'Euler donne dès lors

(

n-+-+

P' = 0 (x', d P/' ei'" CS x - t )
[Notons que rien n'empêche d'écrire une

-+

équation en coordonnées d'Euler, pour P, si-
milaire à (91), à conditon d'annuler, lors du
calcul de la dérivée de la polarisation, la dé-
rivée de Lie de l'amplitude de la polarisation,
exprimant aussi le caractère matériel de cette
dernière. Si l'on procède autrement, le système
d'équations algébriques obtenu est incohérent:

v
(célérité dans
le milieu en
mouvement)

Vo
(célérité dans
le milieu au

repos)

L'expérience reprise avec des franges
d'Young, fut ensuite recommencée en 1878 avec
des dispositifs différents par Michelson et Mor-
ley et enfin par Zeeman, en 1920, cette fois
sur des solides en mouvement.

Dans notre cas, ces effets d'entraînement

existent de même, mais généralisés par l' exis-
tence d'un gradient de vitesse.
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l'incohérence ne provient en ce cas, que d'une
faute vis-à-vis de la physique des milieux
continus]

L'équation de comportement (85) s'écrit dès
lors

.. -+ = +

Eo + v x Bo - M Po
iw (1

n -+-+

)
= -+

-s v N Po
c

(95)

(92)
qui conjointement avec les équations de Max-
well conduit à l'équation aux indices, ou équa-
tion de Fresnel. Celle-ci est du 9° degré, mais

v2
comporte des termes en ---,- qu'il est nécessairec
d'écarter, vu le cadre non relativiste de la

théorie, du point de vue mécanique. Ces termes
écartés, l'équation devient du 5" degré. L'étude
de la signification des divers effets rencontrés
fait l'objet d'un mémoire exhaustif de Bou-
langer [75] dont nous ne reproduisons ici que
les éléments essentiels et dont un résumé figure
en Annexe II.

Outre les effets classiques dus à la défor-
mation, l'analyse montre des effets nouveaux
d'une part liés au mouvement du milieu, d'au-
tre part liés à la dissipation dans le milieu.

(93)

(94)

1°) Effets d'entraînement (dragging) liés au
mouvement.

Les effets observés sont la généralisation de
l'effet d'entraînement observé en 1859 par

1 Fizeau [77]. Les effets d'entraînement, lorsque
l'eau est en mouvement, provoquent un dépla.
cement des franges d'interférence obtenues en
A, grâce au semi-miroir. Fizeau obtint ainsi
la relation.

:!:
(1 - ~02)

(96)u
(vitesse

du
milieu)

Lorsqu'on dégénère les résultats obtenus au- -- -
cas M sphérique et N nul (diéle~trique rigide
en mouvement), on retrouve effectivement le
cas classique de Fizeau, tel qu'il fut traité par
Truesdell [62].

Les effets d'entraînement sont plus simples
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A

s

à analyser dans le cas où N = 0 (absence de

viscosité), auquel cas l'équation de Fresnel se
!'éduit au 4e degré. La classique équation bi-
carrée se brise en une relation générale du
quatrième degré, ce phénomène n'étant que la
généralisation du ::!: de la relation (96).

2°) Effets de viscosité.

On les obtient aisément en faisant l'hypothèse,
v

à ce stade. - = 0
- c

ce qui revient à éliminer les effets d'entraî-
nement. P. Boulanger a établi une classification
très complète dans ce cas, qui indique l'exis-
tence dans le cas général de biréfringence, de
pouvoir rotatoire et d'absorption, c'est-à-dire
de biréfringence elliptique + dichroïsme.

De manière très résumée:

1) Le phénomène de dichroïsme n'est absent
~

que si M est symétrique et N antisymé-
trique

a) si N ~ 0, il y a biréfringence elliptique.
Elle peut devenir circulaire et donner
naissance à du pouvoir rotatoire dans
certains cas particuliers.

b) Si N = 0, il y a biréfringence ordinaire
et possibilité de monoréfringence.

REVUE DE L'INDUSTRIE MINERALE - MINES

eau

J

~

Fig. 2

2) Dans tous les autres cas, il y a dichroïsme
avec biréfringence elliptique. Certains cas
particuliers peuvent donner lieu à du pou-
voir rotatoire. La biréfringence linéaire

=
existe pour certains modèles où M et N sont
symétriques.

Ces effets nouveaux, déduits théoriquement
dans le cadre de la mécanique des milieux
continus, constituent l'effet photoélastique
généralisé.

Dans le cas de l'équation complète du se
degré, on montre que l'une de ses racines est à
rejeter si l'on désire rester en concordance avec

Vf

l'hypothèse '7 «1. Ce fait est dû à la pré-

sence d'un facteur ~ 1.ans le seul coefficient
c

du terme du cinquième degré (la propriété est
aisée à établir dans le cas particulier où l'on
étudie une propagation dans la direction de
la vitesse matérielle).

Les conclusions sont donc identiques en dépit
de la complexité des calculs dans le cas général :
l'équation aux indices possède quatre racines,
en général complexes (ce qui traduit l'existence
de dichroïsme et/ou de gyrotropie) et dis-
tinctes (ce qui traduit le dédoublement dû à
l'entraînement) .

Celte analyse est corroborée de manière forl
claire par la transformation dans des axes en-
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-t

traînés avec la vitesse v [76]. L'application des
relations de transformation classiques en élec-
trodynamique des milieux en mouvement donne,

2. l , .. v Cia approxImatIon ~ """ :
c2

-+ -+ -t -+

g' - E + v x B

-+ -t 1 + -
B' - B - - v x E

c2

-t
-t -t V
k' = k - ~J -;-

c'

-t-t

w' - ~) - v.k - (
-t-+

)S.v.

w J -- n ~
(Effet Doppler)

(100)

(où les grandeurs primées sont les grandeurs
calculées dans des axes entraînés).

donne l'équation constitutive
-+ =-t

E'o = M P' i w' NP' (101)

Celle-ci, injectée dans les équations de Max-
well, donne un système dont le déterminant
caractéristique (c'est-à-dire l'équation aux in-
dices) est une équation biGarrée. Dans les axes
entraînés seuls sont présents les effets dus à la
déformation et à la viscosité (biréfringence,
absorption, gyrotropie): le dédoublement de
célérité, lié à l'entraînement a disparu comme
il se doit.

Nous pouvons dès lors formuler la conclusion
générale:

{( Dans un diélectrique dissipatif tant du

point de vue mécanique (viscosité) qu'électro-

magnétique (non transparence), la déforma-
tion et le mouvement du milieu induisent un

effet photoélastique généralisé, composé de bi-

réfringen ce, de dichroïsme et de pouvoir rota-
toire, auquel se superposent des effets d'en-
traînement généralisant l'effet Fizeau. »

2. Possibilités des méthodes expérimentales

Le travail expérimental peut être envisagé
en deux étapes. Dans la première, on s'assure
de l'existence des phénomènes nouveaux mis en

(97 )

évidence par la théorie. En particulier, la dé-
formation introduit-elle une absorption ani-
sotrope ?

Ce travail est engagé dans plusieurs labora-
toires notamment à l'école Supérieure de Phy-
sique et Chimie de la ville de Paris [78] [791
où la finalité de la recherche est cependant
différente, puisqu'il s'agit de physique de l'état
solide. L'ensemble de données recueillies per-
met d'affirmer avec certitude que le dichroïsme
d'origine mécanique est observable et observé.

(98)

(99) Dans une étape ultérieure, le problème est
posé de manière quantitative. Le problème
direct est alors celui-ci: étant donné la défor-
mation et le moUvement d'un milieu continu

dont l'expérimentateur estime qu'il pourrait
être décrit par le modèle étudié ci-dessus, on
se propose de mesurer l'effet photoélastique
généralisé, c'est-à-dire, déterminer les compo-

santes de M et N (82) (83).

Le problème inverse consiste à rechercher le
maximum d'informations sur la déformation et

le mouvement du milieu, à partir de la con-

naissance de M et N et d'un ensemble de me-

sures expérimentales: ceci constitue, en quel-
que sorte, une photoélasticimétrie généralisée.

Des travaux en ce sens sont engagés en par-
ticulier à l'Université Libre de Bruxelles -

Vrije Universiteit Brussel [80]. On sait [20]
que l'action d'un cristal biréfringent, dichroÏ-
que et gyrotrope, sur une onde électromagné-
tique polarisée, se traduit par une transfor-
mation linéaire appliquée à un vecteur décri-
vant l'état de polarisation de l'onde. Cette
solution matricielle est une forme particulière
du formalisme introduit en 1941 par R. Jones
dans le calcul des systèmes optiques [81]. L'on-
de incidente polarisée quelconque (et non plus
rectiligne ou circulaire comme en photoélas-
ticimétrie élémentaire), et dont l'expérimen-
'tateur est maître, sera caractérisée par le

-+
vecteur Uo (à deux composantes complexes dans
le formalisme de Jones, à quatre composantes
réelles dans le formalisme de Stokes.Mueller

[82] [83] et Perrin-Chandrasekhar [84] [85])
-t

l'onde émergente par le vecteur U, mesuré par
l'expérimentateur, l'action du milieu étant dé-
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crite par la matrice de transformation C, dont
les composantes sont, dans notre cas, des fonc-

1 = =
tions de tenseurs photoélastiques M et N

-+ =-+
V = C Va (102)

En optique conservative, la relation (102) ex-
prime les propriétés de la construction dite
ccde la sphère de Poincaré)) et dont l'emploi se
généralise en: photoélasticimétrie classique [21]
[25].

La détermination de la matrice C est un pro-
blème qui n'est pas encore entièrement résolu,
dans le cas où sont présents à la fois dichroïsme,
pouvoir rotatoire. et. biréfringence. Plus préci-

, . -

sément, l'extraction hors de C des contribu-
tions respectives dues à ces divers effets, né-
cessaire si l'on se propose de déterminer les

tenseurs M et N, est un problème ardu, en
particulier à cause de la nécessité de mesures
absolues de phase et d'énergie. L'emploi des
opérateurs matriciels de Jones [86] couplé à
l'emploi d'un ordinateur [80] semble pouvoir
conduire à la solution de ce problème.

On peut se poser le problème suivant: existe-
t-il des états de polarisation privilégiés pour

3.

-+

l'onde incidente Vo, compte tenu des propriété~
du milieu? Dans le cas de la photoélasticité
plane, la réponse est positive et correspond à
la genèse de l'isocline: une onde polarisée rec-
tiligne suivant une des directions principales st>
propage sans altération. Elle constitue une

forme propre de la matrice C, c'est-à-dire une
forme transformée en elle-même par l'appli-

cation de C.

Dans le cas de la photo élasticité généralisée
analysée ici, les formes propres sont cette fois
des formes de lumière polarisée elliptique non
orthogonales. L'expérience permet de les dé-
terminer.

NOTE: Au stade actuel, il est nécessaire en

vue des applications, de faire des approxima-
tions (linéaires, quadratiques...) sur (82) et
(83). La théorie complète précise non seule-
ment la portée de ces approximations, mais en
outre, donne des conditions restrictives dues à
(67). De telles restrictions, présentes ici du
fait que la théorie dynamique est déduite de la
thermodynamique et donc conforme à celle-ci,
sont totalement absentes des théories cinéma-

tiques.

Conclusions

Comparons une théorie cinématique [87] [88] à notre théorie dynamique dans le cas
d'un milieu viscoélastique (processus isothermes)

Théorie cinématique

1") Equations de Maxwell

-+
div B = 0

-+ -+
Ou div E - div P

-+
rot E -

..
'OtB

-+ -+ -+

ou (c2 rot B - 0 tE) = g p
-+ -+

(div P) Ti

Théorie dynamique

1°) Equations de Mt;txwell

.+
div B = 0

-+ -+

00 div E - - div P

-+

(div P) v

Les équations sont identiques

REVUE DE L'INDUSTRIE MINERALE - MINES

-+ -+
rot E - OtB

-+ -+ -+

Eu (d rot B - otE) = /;P
v
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2°) Equation du mouvement 2°) Equation du mouvement

-+
dv -+

P Tt = f + div l'

-+
dv -+ =

fJ --~ = f + div T
dt

.+ -+-+

(div P) + fj, P x B
v

l' symétrique l' symétrique

La théorie cinématique néglige les forces d'origine électromagnétique. Seule la
théorie dynamique permettra d'obtenir le champ dlies déplacements additionnels dû au
champ électromagnétique. La prise en considération de cet effet est utile à deux égards:
d'abord il permet de préciser le mode d'action de l'effet photoélastique (toute mesure
implique interaction); d'autre part le développement des Lasers permet d'envisager des
champs électromagnétiques suffisamment intenses pour provoquer des déformations mesu-
rables.

3°) Bilan d'énergie et inégalité de Clausius
Duhem

3°) Bilan d'énergie et inégalité de Clausius-
Duhem

non pris en considération == -+-+
p u = tr (1' V) +- Il. P (; + p s

v
(58)

et y ::::".0 (67)

Les restrictions traduites par l'inégalité de Clausius-Du hem ne peuvent apparaître
dans la théorie cinématique, celle-ci ignorant les lois: die la thermodynamique.

4°) Equations de comportement 4°) Equations de comportement

A ==-+-+
T = l' [A, V, P, Il.P]

v

A = = -+ -+

l' = l' [A, V, P, Il.P]
v

-+ A==-+-+

(; = (; [A, V, P, !! P]
v

A A==-+-+

(; = (; [A, V, P, /:,P]
v

Approximations A==-+ -+

S = S [A, V, P, fj,P]
v

-+ -+
a.//:'P ~ oP

v Tt
A ==-+-+

U = lJ [A, V, P, /:, P]
v

-+

b./ La dépendance à P de l'équation de com-
1

Pas d'approximations correspondantes;
portement mécanique peut être négligée.

Dans la théorie cinématique, l'approximation a./ revient à annuler le mouvement.
Il en résulte que les effets d'entraînement disparaissent. D'autre part, annuler le mou-
vement équivaut à considérer un milieu en équilibre, où les effets de viscosité
sont absents: la contradiction est évidente. L'approximation b.1 est typique de la théo-
rie cinématique et élimine a priori un aspect du phénomène d'interaction.

Dans la théorie dynamique, aucun2 approximation similaire n'est introduite a
priori. Les équations de comportement supplémentaires; résultent de la volonté de pren-
dre en considération les lois de la thermodynamique.
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5°) Equations de couplage électromécanique

-+ A==-+-+

0 = (,; (A, V, P, !; P)
v

est linéarisée en
-+ = -+

E = X-1 P

avec

A = =
X = X (A, V)

L'équation de comportement mécanique e8t
supposée inaltérée

= A = =
T = T (A, V)

5°) Equations de couplage électromécanique

La référence aux principes de la thermody.
= -+

namique permet de décomposer T et 0 en 1#Ie

partie dite « d'équilibre» dépendant de 'la
A = -+

seule énergie libre F = F (A, P) et une partie
complémentaire liée à la viscosité.

T = rpv

= -+
0 F (A, Ir)

ê) A

==-+ -+
+ T(c) (A, V, Ir, Il, Ir)

v

-+
0 =

= --+
ê)F (A, Ir) -+ ==-+-+

+ 0(c) (A, V, 1T, e. Ir)
v--+

ê) 1T

De fait, en dépit de ses prémisses apparement très générales, la théorie cinéma-
tique postule que le s,eul effet à envisager est une biréfringence caractérisée par le seul

. -. -
tenseur symétrique a priori des susceptibilitésl perturbé par l'existence de A et V.

60) Effet photoélastique

se réduit à
--+ = = = --+

E = X-J (A, V) P
postulé a priori

La représentation de X' tenseur symétrique de
deux tenseurs symétriques est triviale.

60) Effet photoélastique

--+ -+ -+ =+ = -+
(E + v x B) - M P + N Il, P

v
se déduit de la théorie

La représentation de M et N, en général non
symétriques, est obtenue dans le cadre de la
théorie.

L'équation de comportement cinématique élimine a priori les effets d'entraÎne-
ment et de non transparence.

7°) Propagation des ondes lumineuses

Biréfringence classique.

La seule grandeur observable est la différence
des indices principaux.

Conclusions :

Effet photoviscoélastique classique
non linéaire).

(mais
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7°) Propagation des ondes lumineuses

Biréfringence elliptique, dichroïsme et effets
d'entraînement.

Conclusions :

Effet photoélastique généralisé.

Effet Fizeau généralisé.
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Des objections de divers ordres peuvent être
adressées à la théorie dynamique.

1. Traite-t-elle d'effets observables?

Nous répondrons à cela:

- D'abord que Fizeau a mis en évidence les
v

effets en -qui portent son nom en 1859,c
soit un demi-siècle avant que la formu-
lation théorique en fut élaborée dans le
cadre de l'électrodynamique des milieux en
mouvement, en particulier par Minkowski.
Fizeau ne disposait certainement pas d' ap-
pareillage ayant la sensibilité de ceux dis-
ponibles aujourd'hui, et les vitesses de
son milieu n'était certainement pas super-
soniques!

- Ensuite, qu'il est admis qu'on peut mesurer
à l'heure actuelle des variations d'indice

de 10-6 [89] et des dichroïsmes extrême-
ment faibles [78]. Sans même devoir pré-
juger du perfectionnement futur des moyens
expérimentaux de l'optique (dont on peut
prévoir qu'il sera considérable), on peut
affirmer que les effets d'entraînement et de
photoélasticité généralisée sont observables.

Ceci ne fait qu'exprimer l'extrême sensibilité
des méthodes optiques d'observation, où l'éta-
lon de mesure est la longueur d'onde de la
lumière.

2. Est-elle perfectible
et susceptible de généralisation?

Les développements suivants peuvent, entre
autres, être apportés à la théorie:

a. Introduire les effets de température et dès
lors un couplage thermique en plus.

b. Traiter la théorie dans le cadre général de
la relativité restreinte en unifiant les grou.
pes d'invariance de la partie mécanique et
électromagnétique.

c. Appliquer la théorie aux matériaux ani.
sotropes.

d. Généraliser la théorie à des milieux con-
ducteurs ou faiblement conducteurs.

e. Généraliser le modèle mécanique, par exem.
pIe par l'introduction de formulations non
holonomes au sehs de Sedov [90].

f. Envisager la magnétisation du milieu.

3. Est-elle utile?

Nous pourrions répondre que la découverte
par Brewster de l'effet photo élastique n'était
pas guidée par des considérations d'utilité. De
manière plus précise, on peut indiquer à quoi
pourrait servir la théorie: par exemple à
jeter les bases d'une photoélasticimétrie géné-
ralisée plus riche en possibilités d'application,
ou encore à mieux éclairer des recherches sur

les mécanismes microscopiques d'interaction,
ou encore à préciser la portée d'une approxi-
mation ou la raison d'une erreur d'interpré-
tation.

Le mécanicien des milieux continus peut aussi
indiquer à quoi sert une théorie: sa tâche
est de mettre de la rigueur et de la rationalité
là où le développement simultané de l'expé-
rimentation, de la théorie et des applications
introduit inévitablement de la confusion, des
approximations incertaines, des contradictions.
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ANNEXE 1

Théorème

EN UN POINT MATÉRIEL, ON PEUT CONSTRUIRE AU MOI"S

UN PROCESSUS THERMODYNAMIQUE ADMISSIBLE DANS LEQU~;L
-+

LA TEMPÉRATURE 0, SON GRADIENT g, LE TENSEUR GRADIENT
-+

DE VITESSE ET LE VECTEUR POLARISATION P SONT DES

FONCTIONS ARBITRAIRES DU TEMPS EN CE POINT.

Considérons un processus de déformation admettant
un point fixe que nous prenonli pour origine de COOl"
données cartésiennes. Il faut montrer qu'on peut satis-
faire les équations générales de la mécanique des mi-
lieux continus, les équatoins de Maxwell, les équations
constitutives en choisissant arbitrairement Vi j ; 0 ; 0, i
et pi à l'origine.

Les équations de la mécanique définissent les fonc-
-+

tions f et s du processus tandis que les équations
= -+

constitutives donnent t, u, S, h. L'équation constitutive
-+ -+

relative à 0 permet d'éliminer E dans les équations
de Maxwell

-+ -+ -+ ==-+ -+ -+ -+
E= 0(O,g,A,V,P,IlP)-vxB

v

-+ -+ -+
div (v x B) = div 0 +

1 -+

di" P
E.

-+
div B = 0

-+ -+ -+ -+
0 tB - rot (v X B) = - rot 0

-+ -+ -+ -+
c2rotB + Ot (v X B) = 010

1 -+ -+-+
+ - [OtP + roI (P x v)]

Eo

Développons 0, Vi, pi, Bi et 0 i en série de Mac Lau.
rin :

1
Vi = oVi,ix' + - oVi,jI,xi xk + ... etc

2

que l'on introduit dans ce système différentiel. Il en
résulte une suite de systèmes différentiels correspondant
aux termes d'ordre 0, 1, 2, '" en x.

Pour le système d'ordre 0, on obtient
1

Eiik oVi.i oBk = '0i,i + - oPi,;
Eo

oBi,i = 0

OBi + oVI',k oBi - oBk oVi,/, = - Em, or{",1

1 1 1
c2Eiil' oB,u = (0' + -oPi +-oVk,~. oPi --pPkoVi,k

Eo Eo Eo
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Le système d'ordre 1 s'écrit

Eiik .Vi,;1 .Bk + Ei;', oVi,i .Bk,!

1
+ Eiikovj,! oBk,i = 00 i,iI + ~ oPi,il (1.1)

E.

oBi,ik = 0 (2.11

OBi,i + .Vk,ki .Bi + oVk,/, .Bu - oBk ovi,ki - oVi,k oBk,)

+ oBi,k oVI',i = - Ei!k 0 0k,li (3.1.)

C2Eiik oBk,il + Eiik oB" - ovi,! + Eiik oVi,1 oBk = 00',1

1
+ - [oPi,1 - oPk,k oVi,1 + oVk,k oPi,Z + oPi oVk,kl

Eo

- .Pk oVi,k! - oVi,k oPk,1 + oVk,! oPi,k] (4.1)

(1)

Il faut voir si on peut déterminer oBi, oBi,i alors que
0(1, oO,i oVi,i et oPi sont choisis arbitrairement. Les rela-

tions (1.0) et (3.0) constituent un système de 4 équa-
tions à 3 inconnues oBk de sorte que oPi,j 00 k,Z et
oVi,k sont liées par une relation.

Pour la détermination des 9 fonctions oBu on dis-

pose de 16 équations (2.0), (4.0), (1.1) et (3.1) d'où
l'existence de 7 relations entre 00 k,!i (j;oPk,li oVk,I).

En résumé, 00 oO,i oUi,} oPi peuvent être choisies
fonctions arbitraires du temps mais leurs gradients
d'ordre supérieur dépendent de ce choix.

(2)

(3)

Corolloire

(4)
En un point matériel 0 et à un instant donné

-+ -+ =
peut choisir arbitrairement 0, g, P, V, de
et toutes leurs dérivées par rapport au
point à cet instant.

t*, on

même que A
temps en ce

(5) -+ -+ =
Au point 0, 0, g, P, V sont des fonctions du temps

que l'on peut choisir arbitrairement. A un instant 1 ",

on peut donc choisir arbitrairement non seulement ces
grandeurs mais leurs dérivées par rapport au temps.

De plus, au point 0

(1.01 (
0 Aii \

oVii = O (1l Aii ) = 0 - 1 + oAki oVk,i + oAik oVk,i
v 0 t /

(6)(2.0)

(3.0)
doAli

oVii = -+ oAki oVk,i + oAiI<oVk,i
dt

(7)

(4.0)
et en vertu du théorème de Cauchy, oAli peut être
choisi arbitrairement à l'instant t".





























Etat actuel des recherches
faites au CERILH

sur le fluage du béton
à la température ambiante(*)

par M. VENUAT
Ingo ETP. Docteur es-Sciences

Chef du Service Technologie au CER1LH

RESUME

L'exposé comporte deux parties. La première est consacrée à la description des appa-
reils (souvent originaux) qui ont été construits et utilisés pour l'étude du fluage. Il s'agit
d'appareil de mesure du fluage en compression, en flexion, en traction, en torsion, ainsi
que les appareils d'empreinte. La deuxième partie expose les résultats obtenus en insistant
plus particulièrement SUr l'influence du facteur ciment (nature, finesse, dosage). L'auteur en
déduit certaines lois du fluage pour le matériau étudié (mortier et béton).

SUMMARY

The lecture is divided in two parts. The first part deals with the description of the

apparatus (often original) that has been fabricated and used for the study of creep. This
concerns apparatus for measuring creep in compression, bending, tensile, torsion conditions
together with « squize» apparatus the second part gives the resu/ts notably the influence of
the cement (type, fineness, proportioning). The author was able to give some laws governing
creep for the material studied (mortar and concrete).

INTRODUCTION sont des appareils originaux fabriqués et m~s
au point spécialement en vue d'effectuer nos
recherches. Il s'agit essentiellement d' appareils
destinés au fluage en traction pure, en flexion
et en torsion (les appareils de compression exis.
taient déjà), ainsi que des appareils d'em-
preinte. Dans une deuxième partie, je donnerai

C'est seulement depuis 1967 que nous étu-
dions au CERILH les déformations du béton
durci et plus spécialement le fluage.

Daus une première partie de cet exposé, je
décrirai les appareils utilisés dont la plupart

(",) Conférence présentée à l'Assemblée Générale du Groupe Français de Rhéologie, 16 décembre 1970.
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les résultats déjà obtenus et leurs interpréta-
tions. Vous verrez que c'est surtout le facteur
ciment qui a été étudié - puisque j'appartiens
au Centre d'Etudes et de Recherches de l'In-

dustrie des Liants Hydrauliques - Les autres
facteurs tels que la nature des granulats, la
dimension des pièces... sont étudiés plus spé-
cialement par d'autres laboratoires comme le
CEBTP ou le LCPC. Je donnerai enfin, en
conclusion, les grands principes permettant de
prévoir et de réduire le fluage du béton dans
le temps.

PREMIERE PARTIE

1.1. Quelques principes

On sait qu'après prise, un béton mis dans
l'air prend du retrait appelé retrait hydrau-
lique parce que ce retrait est dû à un départ
d'eau. Ce même béton placé dans l'eau aurait
des variations dimensionnelles très faibles. Si

le béton est soumis à l'action d'une charge, il
se déforme instantanément. Si la charge subsiste,
il continue à se déformer dans le temps. Ce

Charg~m~nt

a

fluage a lieu, que le béton soit dans l'air ou
dans l'eau, mais dans l'air, le phénomène est
à la fois plus complexe et son amplitude est
plus grande. Lorsque la charge est anuulée, le
béton présente une déformtaion instantanée
de retour, puis une déformation très lente de
retour appelée recouvrance (il subsiste une dé-
formation permanente plus ou moins impor-
tante). Cela est illustré par la figure 1.

Ce phénomène de fluage existe pour toutes
les natures de sollicitation: compression, trac-
tion, torsion ou la combinaison de ces effets.
Le fluage u' est d'ailleurs pas une propriété
réservée au seul béton: tous les matériaux

s'écoulent plus ou moins vite sous charge.

L'étude du fluage du béton ou, si l'on veut,
l'étude de la rhéologie du béton durci est
importante à considérer car les déformations
lentes sous charges sont plusieurs fois supé-
rieures à la déformation instantanée et même

plusieurs fois supérieures au retrait hydrau-
lique du béton. L'intérêt des études dans ce
domaine s'est accru au cours des deux dernières
décennies du fait de la construction d'éléments

de plus en plus minces, travaillant à des taux

t~mp5 (log)

'-.......

; - R~fr.
-- --:::.1 hYdrauliau~ ~t d~ carbona~~0.;------

courbes
parall~l~s

déformation
instantanée

courb~ d~ déformation

total~

décharg~~nt

accourciS5em~nl

---------

fluag~

J
Fig. 1. - Schéma des phénomènes de fluage et de retrait

Conservation dans l'air
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de contrainte élevés et surtout du fait du dé.

veloppement du béton précontraint. Le fluage
provoque:

- le raccourcissement des pièces compri-
mées, d'où des décollements d'enduit, des fis-
surations de cloisons et des éléments de rem-

plissage,

- l'augmentation des flèches des poutres,
des arcs et des poutrelles dans le bâtiment et
dans les ouvrages d'art.

Le fluage a des inconvénients encore plus
marqués dans le cas du béton précontraint, du
fait de la baisse de tension qu'il provoque dans
les câbles et dont il faut tenir compte dans les
calculs.

Mais l'étude du fluage du béton
simple, car le béton est un matériau
tuelle évolution:

- l'hydratation du ciment se continue long-
temps, les résistances mécaniques augmentent
ou se modifient de même que les modules de
déformation;

- la carbonatation progressive modifie son
comportement;

- les expansifs éventuels des ciments peu-
vent provoquer des contraintes internes;

- le béton absorbe ou laisse partir de l'eau...
D'ailleurs, si les phénomènes de déformation
sous charge du béton n'étaient pas complexes,
il n'y aurait sans doute pas eu les quelques
1 000 articles écrits sur ce sujet depuis le début
du siècle, c'est-à-dire depuis queWooLsoN
semble-t-il observa le premier ce phénomène
vers 1905. En 1957, M. L'HERMITE, spécialiste
français bien connu pour ses nombreuses re-
cherches sur le fluage, avait fait le point dans
un article fondamental très détaillé et intitulé

« Que savons-nous de la déformation plastique
et du fluage du béton? )).

n'est pas
en perpé-

1.2. Milieux d'expérimentation
et choix des matériaux

La plupart des éprouvettes ont été conservées
après démoulage (c'est-à.dire 24 h après leur
confection) dans de grandes salles régulées où
l'humidité relative est de .50 % et la tempéra-
ture de 20° C. Pour certains essais limités,
d'autres éprouvéttes ont été placées dans d'au-

tres ambiances: salles à 5° et 40° C avec une
humidité relative de 50 %, salle de carbona-
tation, ou encore dans des bacs remplis d'eau
à 20° C.

Ces essais ont été effectués sur pâte pure de
consistance normale, sur mortier 1/3 normalist:
et sur béton 0/20 mm dosé le plus souvent à
350 kg de ciment/m".

1.3. Appareils de compression mono-axial

Les appareils utilisés sont d'un modèle clas-
sique mis au point et fabriqués par le CEBTF
(jigure 2). Les bâtis que nous utilisons per-
mettent de monter jusqu'à une pression de 300
bars avec des prismes de 7 x 7 x 28 cm (le
chargement est effectué par pression d'huile
réglable au moyen d'un volant et d'un mano-
mètre indiquant la pression exercée).

Un déformètre à billes permet d'effectuer ré-
gulièrement les mesures grâce à 2 billes de 6
mm distantes de 20 cm et positionnées sur les

Fig. 2

15 juin 1971
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2 faces opposées de l'éprouvette. La précision
des mesures est de ::!: 5 microns. Le principal
inconvénient de ces appareils, par ailleurs bien
au point, est la nécessité de rétablir périodi-
quement, du fait du nuage, la valeur de la
contrainte choisie. Cette opération est surtout
fréquente dans les premiers jours qui suivent
la mise en charge.

1.4. Appareil de flexion

Cet appareil est très simple (figure 3). La
charge totale est appliquée directement au
centre d'une éprouvette de 120 cm reposant sur
2 appuis distants de 100 cm. Les éprouvettes
essayées sont prismatiques et ont une section de
5 x 10 cm. Le comparateur mécanique utilisé
est gradué de 10 en 10 microns. La contrainte

en traction-flexion est égale à :

TF = 3 Pl
2 bhl

(compte tenu des caractéristiques de l'appareil,

on aurait ici TF kgf/cm2 = ~ P (kg))5

La flèche au centre est donnée par la formule:

Pl"

48 El
f =

P (kg)
)(iCi, tout calcul fait f (cm) - 200 E (kgf/ c;;"2j

Fig. 3

REVUE DE L'INDUSTRIE MINERALE - MINES

Fig. 4

avec

P : charge appliquée au centre (kg)
l : distance entre appuis (cm)
b : 10 cm h = 5 cm
E : module de déformation
1 : moment d'inertie

Cet appareil a comme inconvénient d'utiliser
des éprouvettes de grande dimension, par contre
il est peu coûteux à construire. Les mesures
sont faciles à effectuer et précises.

1.5. Appareil de traction

Il comporte un bâti rigide recevant 6 à 8
chapelets de 2 ou 3 éprouvettes (figure 4). Des
poids situés à la partie inférieure permettent
d'exercer sur chaque éprouvette une contrainte
constante. Les essais sont effectués sur prismes
de 2 x 2 x 28 cm (en pâte pure ou en mor-
tier) recevant sur une face deux billes de me.
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sure de 0 6 mm collées à une distance de

20 cm et selon la même technique que celle
utilisée avec les éprouvettes de compression.
Les premières mesures ont été effectuées avec
un comparateur au micron. Malheureusement,
la pratique nous a montré qu'étant donné les
très faibles déformations, ces comparateurs mé-
caniques n'étaient pas assez précis. C'est pour-
quoi nous avons dû choisir la solution des cordes
vibrantes. On a maintenant pour effectuer nos
mesures une malette COYNE et l'on opère avec
des extensomètres acoustiques, grâce à des
cordes vibrantes placées sur les éprouvettes. La
lecture est immédiate par affichage numérique
des fréquences de vibration. La précision est
multipliée par 25 par rapport au comparateur
mécanique le plus précis utilisé précédemment.

1.6. Appareil de torsion

Comme il a été construit, cet appareil permet
l'étude d'éprouvettes cylindriques de 5 cm de
diamètre et de 30 cm de long, en pâte pure,
mortier ou micro-béton Uigure 5). Une extré-
mité de l'éprouvette est bloquée tandis que l'on
peut exercer sur l'autre extrémité un couple de
torsion allant jusqu'à 12 kgm, soit une con-
trainte de torsion de 49 kgf/cm2. Sur les éprou-
cettes, sont fixées à 15,6 cm de distance, 2
bagues munies de tiges s'appuyant sur deux
comparateurs au micron. L'appareil comporte
également d'autres comparateurs (un à chaque
extrémité) permettant la mesure du retrait axial
de l'éprouvette. La vérification se fait avec une
éprouvette cylindrique en acier. Il permet éga-

Fig. 5
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lement de rompre en torsion les éprouvettes.
mais il n'a pas été fabriqué pour cet usage
Rappelons les formules classiques utilisées va-
lables lorsque l'on reste dans le domaine élas-
tique:

contrainte de torsion
M

() =

(~)
avec M : moment de torsion,

1 : moment d'inertie,
r : rayon (ici r = 2,5 cm).

Compte tenu des caractéristiques de l'appa-
reil, on a :

() (kgf/cm2) = 0,815 (cm-2). P (kg)

angle de torsion

1:::..8 = Ml C2 - CI---
C.I - l'

avec

l = 15,6 cm l' = 20 cm (par construction),

C - module d'élasticité transversal,

C2 = déformation lue au comparateur C2 le
plus proche de l'extrémité sollicitée,

CI - déformation lue au comparateur CI le
plus proche de l'extrémité fixe.

Pour cet appareil, on a :

1:::..8 (radian) = 5.10-6 (C! - CI)

(la mesure C2 - CI représente en réalité la
tangente de l'angle 1:::..8et non la mesure de
l'arc; l'erreur commise est très faible et bien
inférieure à la dispersion propre des essais).

1.7. Appareil d'empreinte

L'appareil que nous avons fabriqué permet
la mesure de l'enfoncement et de l'empreinte
superficielle sous charge d'une bille d'acier (ou
d'une autre forme de plots), dans une éprou-
vette de pâte pure. Il comporte:

- un bâti rigide recevant l'éprouvette (nous
employons des éprouvettes tronconiques de 4
cm de haut, 8 et 9 cm de diamètre utilisées
pour d'autres essais),

- un dispositif d'appui de la charge formant
empreinte et fixé sur un bras de levier,

15 juin 19i'1
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Fig. 6

- un bras de levier et un plateau de char-

gement.

On peut disposer de 60 kg, ce qui correspond

sur l'appareil à une force de cisaillement de 300

kg au droit de l'empreinte (généralement une
bille d'acier de 10 mm de diamètre). Un com-

parateur au micron permet d'avoir directement
l'enfoncement de la bille. Après déchargement,

on peut également revérifier l'enfoncement final
à l'aide de la mesure du diamère de l'em.

preinte (figure 6). Ce type d'appareil repro-
duirait assez bien ce qui se passerait dans le
cas d'une contrainte bi-axiale. Nous avons mo-

difié cet appareil afin d'effectuer des essais non

pas seulement avec 1 plot mais avec 2 plots,
et cela afin d'essayer de se rapprocher d'un
essai de contrainte tri-axial. On utilise à cet

effet une éprouvette de 4 cm de haut de 8 x 8
cm de base et comprenant 2 alvéoles recevant

des plots d'aciers de 10 mm de diamètre ter-
minés par des embouts hémisphériques. La dis-
tance entre plots est par exemple de 5 mm :
c'est l'épaisseur de la pâte qui sera sollicitée.

On mesure le rapprochement dans le temps de
ces 2 plots sou,!"is à une charge constante.

C'est grâce à cet ensemble d'appareils dont la

plupart ont ~té mis au point ces 2 dernières
années au CERILH que nous avons effectué nos

essais de fluage. La photographie de la figure 7
montre d'ailleurs une des salles où l'on voit

certains appareils décrits.

Nous aborderons dans la deuxième partie de
cet exposé les résultats déjà obtenus.

REVUE DE L'INDUSTRIE MINERALE - MINE.~

Fig. 7
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Résistances (kgf/cm2)
y
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520

SOO
900

, Dé,form~tion ~è fI~age(,u,lm)
960 980 1000 X920 940

Relatian résistances mécaniques - fluage
en compression

Eprouvettes en béton 0/20 mm: 7 X 7 X 28 cm
Conservotion : 28 jours dons l'eau puis 28 jours dans
J'air à 50 % d'H.R. et 20° C sous une pression de
100 kgf/cm2.

Fig. 8.

DEUXIEME PARTIE

2.1. Résultats obtenus en compression

2.1.1. FLUAGE EN COMPRESSSION

ET RÉSISTANCES MÉCANIQUES

Je présenterai tout de suite un résultat im-
portant. On a trouvé une très bonne corrélation
entre les valeurs du fluage et les résistances
mécaniques au même âge et sur les mêmes
éprouvettes. La figure 8 donne un exemple des
résultats obtenus après 28 jours de chargement
sous 100 kgf/cm2 (essais sur béton 0/20 mm
conservé 28 jours). Le coefficient de corrélation
linéaire r de PEARSON:

r = ~ (x - x) (y - y)
N ITx . lTy

a été trouvé égal à 0,96, ce qui indique que la
corrélation est très forte. L'équation de la
droite de regression serait ici

y (R. méca) = - 2,76 x (fluage) + 3270

361

2.1.2. INFLUENCE DU CIMENT

Nature du ciment

Six ciments broyés à la même finesse ont
servi à confectionner des éprouvettes en béton
chargées à 0 (témoin de retrait) 50 et 150
kgf/cm2 après 28 jours de durcissement préala-
ble dans l'eau. Les résultats jusqu'à 1 an des
retraits et des nuages dans l'air (et à 150 kgf!
cm2) sont donnés sur la figure 9. Les conclu-
sions suivantes peuvent en être tirées:

l - Le fluage total (retrait compris) est à
peu près proportionnel au logarithme du temps
(nous avons toujours trouvé cette relation).

La formule la plus souvent mentionnée pour
rendre compte du nuage visco-élastique est

€ (t) = k (1 - e-at)

Nous avons essayé sans succès d'appliquer
cette formule à nos résultats en compression. A
moins d'utiliser une formule très compliquée,
on a trouvé jusqu'à présent que c'était encore

IAge dechargement(28j)
2 3 7 14 28

log t .emps ( Jo )

d
~ 1!IJ urs36S

A9I1 '
113

A9IO
A912

-- A909
200

400

1=
.1400

.1600

1150 kgF/cm2 1

.1800

2000

Accourcissement flm

Fig. 9. - Fluage comparé de différents ciments
Béton 0/15 mm - 350 kg de ciment/m'
Eprouvettes de 7 X 7 X 28 cm

15 juln 1911
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le logarithme du temps (au moins entre 1 et
365 jours) qui donnait avec nos matériaux la
meilleure approximation de la progression du
fluage dans le temps,

2 - Les retraits libres (mis à part le cas du
ciment B 112) sont très proches les uns des
autres, Par contre les fluages sont très différents
d'un ciment à l'autre (ils varient presque du
simple au double).

3 - Il semble, mai" il faudrait le confirmer,

que les ciments donnant le minimum de
fluage seraient ceux à faible teneur en C3A et
à forte teneur en C3S ainsi qu'une faible teneur
en alcalis,

4 - On a trouvé un classement analogue
entre:

- les fluages sur éprouvettes de 7 x 7 x 28
cm en béton après 6 mois et 1 an de chargement

et

~

élon 7x7x28 (28j .ou> pei. air)
p./rn fluo~. 10101sou. 150 kgr/cm2

2000 appliqué à 28j

If
>+ / 2240

/
1.

11800

1600

;<an

1
/.

+. /

Il
7/

1400 +

1200

1000
700 1400 p.Jrn

4x4x16 morti.r 1/3 (o;r)
R,'roit libr.

Fig, 10. - Corrélation retrait libre/fluage
à 180 jours et 1 an
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Fig, Il, - Déformations totales
en fonction de la finesse

(études nOS l et 2 sur la finesse)

- les retraits libres sur prismes de 4 x 4 x
16 cm en mortier 1/3 aux mêmes âges malgré
les différences de dimension d'éprouvettes et
de matériaux (figure 10),

Firwsse du ciment

Des études ont été faites en faisant varier la

finesse du ciment de 1500 à 5000 cm2/g, La
figure Il donne les déformations totales obte-
nues jusqu'à près de 2 ans et pour une con-
trainte de compression de 150 kgf/cm2, Il sem-
ble y avoir un fluage minimum pour une cer-
taine finesse de mouture. Cela se conçoit bien
car les ciments grossiers, qui ont des résistances
mécaniques plus faibles, se déforment plus, sur.
tout aux premiers âges. Par contre les ciments
fins demandent plus d'eau de gâchage et leurs
résistances mécaniques plafonnent plus vite, Ils
ont de plus un retrait hydraulique un peu plus
élevé, On comprend alors qu'après un temps
de chargement assez long, ils puissent avoir une
déformation totale (y compris le retrait hydrau-
lique qui s'y trouve intégré), un peu plus forte.
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Essais comparés pâte pure/béton

Des essais limités ont été faits sur pâte pure
et sur béton mis en charge sous 150 kgf/cm2
après 28 jours de conservation initiale dans
l'eau.

Les éprouvettes ont été conservées dans l'air
ou dans l'eau. Les constatations suivantes ont

pu être faites:

dans l'eau: le fluage à 1 an est presque
3 fois plus élevé sur pâte que sur béton;
cela s'expliquerait par le fait que c'est sur-
tout la pâte qui flue;

dans l'air: le fluage est par rapport à la
conservation dans l'eau de 2 à 3 fois plus
élevé aussi bien pour la pâte pure que
pour le béton.

A la vue de ces résultats, on peut prévoir
qu'il existe un certain dosage en ciment, donc
en pâte pure, donnant le fluage minimum. En
effet, le fluage est un phénomène complexe
tenant compte d'un certain nombre de facteurs
variant dans un sens favorable ou défavorable:

- le fluage intrinsèque augmente avec le
volume de pâte pure (mais on ne peut pas faire
un béton sans pâte pure qui aurait des vides et
aucune résistance) ;

- le fluage diminue lorsque les résistances

mécaniques augmentent (celles-ci augmentent
elles-mêmes en fonction du dosage en pâte
pure, mais la progression cesse d'être linéaire
au-delà d'un certain dosage) ;

- le retrait hydraulique augmente en fonc-
tion du volume absolu de pâte pure.

Résistances(kgf/cm')
Chargement 150 kg/cm'

(à 7 jours)

(0) r-----

~.(2)

"'0
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500

'00
(0)+,
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+(2) (.)
.:.-
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Fig. 12. - Corrélation résistonces/ occourcissement
Influence de l'air occlus (%)
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Fig. 13. - Corrélation résistance/occourcissement
Mélonge CfA + chaux

éprouvettes 7 X 7 X 28 cm
béton 0/15 mm
350 kg/m'

_eau 7 j puis air
ou €au 42 i puis air

chargement: 50 kgf / cm2
a % de chaux

25.%» »
50 %» :t

Autres essaü

(.)

Bien d'autres résultats ont été obtenus, en

ce qui concerne l'ajout de constituants secon-
daires (comme les laitiers de haut fourneau et
les centres volantes), ou l'ajout d'accélérateurs
ou d'entraîneurs d'air. Le détail des résultats
intéresse surtout les spécialistes des liants
hydrauliques. On peut cependant retenir que
ces ajouts modifient le fluage dans la mesure
où ils modifient les résistances mécaniques
(exemple de l'influence de l'air occlus, figure
12).

Je parlerai cependant des mélanges ciment-
chaux grasse qui nous ont permis de préciser
la relation qui existe entre les résistances méca-
niques et le fluage, et dont les résultats nous
ont montré qu'à résistances mécaniques égales,
les déformations étaient d'autant plus impor-
tantes que les éprouvettes étaient plus jeunes
et mises en charge plus tôt. La figure 13 indique
la relation qui existe entre les déformations

2500

15 juin 19;1
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400

200

0
t
1 011

G
200

_L~

Fig, 14. - Courbe de fluage et de relaxation
( 1er chargement à 28 jaurs)

7 X 7 X 28 cm - Eau à 20° C - Pâte pure

E(t) après 28 jours de chargement et les résis-
tances mécaniques correspondantes R. Cette
relation est de la forme:

K
E (t) = Rn (où K et n sont des paramètres

variables avec la nature du liant et
lions opératoires). Ici on trouverait:

K
g (t) = -

R2,16

les condi.

Je mentionnerai (pour terminer l'examen de
certains résultats obtenus en fluage par com-
pression uni-axiale) nos essais de chargement
et de déchargement sur éprouvettes de pâte
pure. Elles ont toutes été conservées 28 jours
dans l'eau puis ont été contraintes sous 0
(témoin), 50, 100 et 150 kgf/cm2. Certaines
d'entre elles ont été déchargées après 28 jours
puis laissées sans charge ou rechargées après
à nouveau 28 jours (dans chaque cas, il existe
toujours un témoin chargé). Cet essai avait
pour but de connaître l'allure des courbes de
retour et la valeur des déformations résiduelles

et de voir si dans ce cas, le corps étudié peut
être assimilé à un corps de BOLTZMANN.

Les résultats obtenus

figure 14.

sont donnés sur la

REVUE DE L'INDUSTRIE MINERALE - MINES

On constate à nouveau que:

- la déformation instantanée sous charge est
proportionnelle à la charge appliquée,

- le fluage est proportionnel au logarithme
du temps,

Après déchargement, très rapidement le maté.
riau regonfle de la valeur de la déformation
instantanée, mais il ne rattrape pas le témoin
non chargé; il subsiste à 150 jours une défor-
mation permanente qui est d'autant plus impor-
tante que la contrainte appliquée a été plus
élevée. Cette déformation permanente est à
150 jours de :

+ 30 fA/m

+ 120 fA/m

+ 210 fA/m

pour 50 kgf/ cm2

pour 100 kgf/cm2,

pour 150 kgf/cm2,

Il semble bien que la pâte pure ait un corn.
portement qui se rapproche de celui d'un corps
de BOLTZMANN,mais seulement pour une faible
contrainte appliquée, de l'ordre de 50 kgf/cm2,
En chargeant à nouveau les éprouvettes, on
obtient une déformation instantanée du même

ordre que la déformation instantanée initiale,
mais par contre le fluage est long à rattraper le
fluage du témoins (il ne le rattrapera peut-être
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jamais dans le cas de 150 kgf/cm2). Les pentes
de courbes sont analogues au 26 et au 1"r char-
gement à la dispersion près des résultats.

Remarque

On peut encore améliorer les mesures et
réduire les dispersions:

- en sélectionnant un lot d'éprouvettes au
moment du démoulage et grâce à 2 critères non
destructifs:

. le poids,

. la vitesse du son (les vitesses du son don-
nent des indications très précises et une très
bonne corrélation avec les résistances mécani-

ques, surtout aux premiers âges, au démoulage
en particulier),

- en étalonnant périodiquement et rapide-
ment les manomètres sans avoir à décharger les
éprouvettes.

F(uage(seu()
300f--R/m

200

100

0

..."",-
1

1 10
... ---+--

Temps er jours (log)
2 7 28 90 180 365

200

300

400

500

600

700

Déformation totale

1mesurée p/m800

Fig. 15. - 1nfluence du taux ,de chargement
sur le fluage en traction pure

Mortier 1/3 Afnor

365

2.2. Résultats obtenus en traction pure

Des essais ont été faits sur éprouvettes de
2 x 2 x 28 cm en mortier 1/3 après 28 j de
conservation préalable dans l'eau. Ces éprou-
vettes, mises ensuite dans l'air à 50 % d'humi-
dité relative, ont été chargées sous des con-
traintes de 10, 20 et 30 kgf/cm2. Les résultats
de la figure 15 montrent que les déformations
totales progressent d'abord en fonction du loga-
rithme du temps puis tendent à se stabiliser. Le
fluage seul (obtenu par différence entre la
déformation totale et le retrait hydraulique
libre) progresse régulièrement dans le temps:
iJ est proportionnel à la charge appliquée. l.es
déformations instantanées au chargement (temps
0, non représenté sur le graphique) sont res-
pectivement de + 30 + 55 et + 75 p./m pour
des contraintes de 10, 20 et 30 kgf/cm!. A la
dispersion près des résultats, la déformation
instantanée est à peu près proportionnelle à la
charge appliquée.

On a montré d'autre part que le fluage en
traction proprement dit est d'autant plus faible
que le ciment a de plus fortes résistances méca-
niques. Une corrélation très nette apparaît entre
les résistances en compression (à 28 j) et le

R...i.tonce en compr on

à 28 jour. (kgf/cm2)

1000

500

+
1

Fluog" à 1on sous 20kgf/cmZ
0

0 250 500 j'-/m

Fig. 16. Relation résistance en compression
et fluage en traction
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fluage à 1 an (la corrélation ne serait pas bonne
dans le cas de la résistance en traction par
flexion). C'est ce que montre la figure 16 : la
corrélation est bien ici mise en évidence car

on a opéré avec des ciments ayant des carac-
téristiques très différentes.

On remarque que le nuage à 1 an est de
l'ordre de 250 p./m en compression pour une
contrainte de 50 kgf/cm2. On peut donc en
conclure, au moins en première approximation,
que le nuage spécifique proprement dit est du
même ordre de grandeur en compression qu'en
traction. Cela est une conclusion à la fois pra-
tique et théorique importante. (Nous nous pro-
posons de reprendre ces essais).

2.3. Résultats obtenus en flexion

J'ai sélectionné parmi nos résultats celui
relatif aux essais effectués sur prismes de mor-
tier chargés après 28 jours sous 15 kgf/cm2
(poids central de 25 kg). Une éprouvette est
restée chargée, l'autre a été déchargée après
28 jours et l'on a tracé la courbe de recou-
vrance, une autre éprouvette témoin a servi à
mesurer le retrait libre. La figure 17 montre
que le nuage en flexion progresse également
linéairement en fonction du logarithme du

t<+28j) Temps (log)
90 182; lan'" 28

100

Arrët

300

400

500

600

700

800

'x"
750}' -

à 18moIS

Flèche en microns

Fig. 17. - Fluage sur poutre de 5 X 10 X 120 cm

mortier 1/3 Afnor
(distonce entre opuis: 100 cm
chorgement: 25 kg)
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Déformation
AS.lO. radian

2000

"1500

Représentation
plus logIque

1000

500

2000 ,."~,.,.
,./+'

1500

1000

500

0
1 40 100

Fig. 18. - Influence du taux de contrainte
et courbe de relaxation

temps. Au déchargement, la flèche diminue très
rapidement de la valeur de la déformation ins-
tantanée, puis la courbe de retour semble se sta-
biliser assez rapidement.

D'autres essais nous ont montré que ce fluage
était proportionnel aux charges appliquées et
d'autant plus important que le matériau était
chargé à un plus jeune âge.

2.4. Résultats obtenus en torsion

Faisons au préalable remarquer que le fluage
en torsion présente comme avantage d'être assez
indépendant du retrait pris par l'éprouvette,
contrairement à ce qui se passe dans le cas du
Huage en compression ou en traction. Nos essais
ont été assez limités puisque nous ne possédons
qu'un seul appareil.

On a retrouvé les mêmes lois générales, à
savoir:

- augmentation du fluage en fonction du
logarithme du temps ou en fonction de
K (1 - e-at), K et rJ.étant des paramètres varia-
bles suivant la nature du matériau et les condi-
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tÎons de conservation (cette dernière formule
s'est montré dans ce cas satisfaisante),

- proportionnalité du fluage en torsion et
des contraintes appliquées lorsque celles-ci ne
sont pas trop élevées,

- proportionnalité entre le fluage en torsion
et les résistances mécaniques.

La figure 18 donne un exemple de résultats
obtenus. On voit:

1) la proportionnalité torsionj contraintes
appliquées,

2) la courbe de déchargement (après 28
jours). Dès que la charge est enlevée, l'éprou-
vette reprend très rapidement pratiquement la
valeur de la déformation initiale instantanée

(comme dans le cas de la relaxation d'éprou-
vettes sollicitées en compression).

2.5. Résultats obtenus avec les

appareils d'empreinte sous charge

Les conclusions sont les suivantes (essais effec-
tués sur pâte pure).

Les déformations sont instantanées lors de la

mise en charge et elles progressent ensuite len-
tement.

Les déformations totales sont d'autant plus
élevées que le matériau a une plus faible résis-

Compc.ssionll T'action fl.,ion (kgflcm')
000

500

--- "y"
\ "
\ ".0.30

. ~(CPA3~"-,'

\ "'-".z"
Ejc"0.30(CPA<00"""

',,-

~~ ;~~~"-.o."
~~~O.(CPA'OO)

.00 _4_50

"
300

30

200

20

100
10

'(CLK 250)

1 1
1500 2000

Enfoncem.n! initial (miceons)

1
500

1
1000

Fig. 19. - Essai d'empreinte saus charge
Chargement: 150 kg à 24 h (bille de 10 mm)
Pâte pure
Corrélation enfoncement/ résistances

tance mécanique, c'est-à-dire que ]es déforma-
tions sont d'autant p]us fortes:

- que ]e ciment essayé a de p]us faib]es
résistances,

- que ]e rapport EjC est plus é]evé (]es
déformations sont multipliées par 3 en passant
d'un EjC = 0,25 à un EjC = 0,40),

- que ]e matériau est soHicité à un p]us
jeune âge.

Une illustration de ceci est donnée sur la

figure 19.

3. CONCLUSIONS GENERALES

Nos études vont se poursuivre et dureront sans doute encore pendant de nombreuses
années.

L'ensemble de ces résultats présentés lorme un tout cohérent. Bien qu'il n'ait pas été
possible de trouver une formule générale simple tenant compte des paramètres principaux, le
sens des variations observées et les ordres de grandeur donnés devraient être utiles aux prati-
ciens. Dans l'état actuel des recherches, il vaut mieux se servir de graphiques plutôt que de

formules empiriques pour évaluer le fluage.

Les appareils élaborés et les problèmes soulevés par certains points de ces recherches
permettront d'une part la poursuite de nos propres recherches et d'autre part celles d'autres
expérimentateurs en vue d'une meilleure connaissance de tous ces problèmes complexes.

Il resterait également à préciser comment évolue:

contrainte appliquée
- le fluage en fonction du rapport: .. .. .resLstance du matenau

- le fluage d'un béton sollicité non .seulement par des contraintes mono-axiales, mais
également par des contraintes bi et tri-axiales,

- le coefficient de Poisson.

Nous nous proposons d'étudier dans l'avenir tous ces problèmes.
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Sur
des

une méthode d'approximation
courbes rationnelles de traction

par A. POPOFF
Ex-Ingénieur de Recherches à j'ONERA (1)

RESUME

L'auteur étudie la relation entre la contrainte et la déformation résultant d'un essai
de traction simple mené jusqu'à la plastification. Il propose une expression analytique qui
concorde avec l'expérience.

SUMMARY

The author examines the relationship between stress and strain resulting from a sim-
ple tension test taken to a plastic state. He proposes an analytical expression consistent with
the experiment.

Les solutions des problèmes de la théorie de
la plasticité contiennent les fonctions mathé.
matiques qui expriment les propriétés rhéolo-
giques des matériaux et, en particulier, leur
résistance à la déformation plastique. Ces fonc-
tions sont établies, dans chaque cas particulier,
par l'approximation des courbes expérimentales
au moyen de formules relativement simples,
commodes dans les applications numériques.
Elles sont donc de nature purement formelle.

La fonction fondamentale, à partir de laquelle
les autres fonctions peuvent être déduites,

--
(1) Décédé le 9-9-1970.

exprime la relation entre la contrainte (T et la

déformation € en traction simple. Désignons

cette fonction par:

(T = <I> (d (1)

Sa forme mathématique est obtenue par une
mise en équation de la « courbe rationnelle de
traction » du matériau donné:

(T< = If (€e) (2 )

où (Te et €e expriment les valeurs expérimentales
relevées au cours de l'essai de traction:

p

(Te= J. S (3)

15 juin 1971



370 Sur une méthode d'approximation des courbes rationnelles de traction

E. = ln ~
S

avec:

P : l'effort total de traction,

(J. : un coefficient de correction tenant compte
de l'effet de forme (striction),

Sa : section initiale du barreau d'essai,

S : section minimale du barreau correspondant
à l'effort P.

La forme courante de la fonction (J = <D (d
est:

(J = (JI En

(JI, n étant des constantes.

La coïncidence de la forme (5) avec des cour-
bes expérimentales (2), en général, est satis-
faisante. Toutefois, comme nous allons le mon-

trer plus loin, si d'autres fonctions, déduites
de (5) interviennent dans les opérations mathé-
matiques, la divergence, même faible, de
l'allure des courbes (5) et (2) peut devenir
prohibitive et entraîner dans les solutions
finales des calculs des erreurs inadmissibles.

C'est pourquoi, dans cette note, nous nous pro-
posons d'établir une formule comprenant un
facteur correctif à la formule

(J = (JI En

permettant d'améliorer la concordance des cour-
bes théoriques et expérimentales. La formule
proposée s'écrit:

(J = Ceu. Eb

C, a, b, constantes,

e, base des logarithmes naturels.

Il

Outre la fonction (J = <D (E), les fonctions
importantes sont: le module de plasticité:

El = d (J = Cf)'(E)
dE

le module moyen de plasticité:
(J

E2 = - = \If (d
E

le module réduit :

1 d (J = il (d
E3 = --;; dE

1 (9)

REVUE DE L'INDUSTRIE MINERALE - MINES

(4 )
Introduisons, pour les raisons que
lopperons plus loin, la fonction.

El ~ d (J
E, = - = - ~ = () Cd

E2 (J d E

nous déve.

(10 )

el désignons par:

El.=d (J. = Cf' (Ec)
dE.

(11)

E!. = ~ = P (Ee)
E.

(12)

(5)
1 d (Je = W (Ee)

Es. = --;;; d Ee
(13)

Ele Ee d (Je - V (Ee)E,e = -E = --;: d Ee2e
(14)

les graphiques des courbes expérimentales.

Dans l'exemple concret d'un acier doux
(R = 39,1 kg/mm2), métal très ductile, nous
allons comparer le degré de l'approximation de
la courbe rationnelle de traction par les deux
formules (J = (JI En et (J = C eU€Eb en étendant

la comparaison à des fonctions (7) à (10), dont
la bonne coïncidence avec les graphiques expé-
rimentaux est une vérification indispensable du
choix rationnel des formules fondamentales (1).

Ecrivons les formules (1), (7), (8), (9) et (10)
pour la fonction(J = (JI En :

(6)

(J = <D (E) = (JI En

El = <D' (E) = n CT]E,,-1

E! = \I! (E) = (JI En-l

1
E3 = n (d = -- n (JI E,,-l

(J

(15)

(16)

(17)

(18)
n

E

E, = () (d = n (19)

(7)

et pour la formule (J = C eO'Eb :

(J = <D (E) - Ce":Eb

El = <l>'(d = C eueEb(a + ~)

(20)

(21)

E2 = C eu. Eb-I (22)

(23)
(8)

b
Es = a + -

E

E, = a E + b (24)

L'idée d'introduire le facteur correctif eU'

dans la formule du type (J = (JI Eb est précisé-

ment venue de J'examen du graphique expéri-
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mental E'e = V (Ee), figure 3. A priori, il paraît
évident que l'approximation d'un graphi-
que quelconque Y = f (X) par une droite
y = AX + B doit être plus général et supérieur
à l'approximation par une droite Y = A. Appli-
quons ce raisonnement et écrivons l'équation
(24) sous la forme différentielle:

E d ('"
--=aE+b
(T d,

(25 )

dont l'intégration donne précisément l'équation
proposée:

(T = C eaeEb

tandis que l'intégration de (19) :

E d (T
--= n
(T dE

donne la formule classique: (T = (Tl E"

La méthode pratique de la mise en équation
de (Te = 'fi(Ee) par la formule proposée consiste
à tracer préalablement le graphique E'e dont
on cherche l'approximation par une droite
a E + b et, ayant ainsi déterminé les constantes
a et b, à chercher, par une des méthodes con-

nues, la valeur de la constante C, en prenant,
par exemple:

1 (TeC - - ~ ~b- NeE

N, nombre des points ,expérimentaux.

III

Nous avons choisi, pour illustrer la méthode,
le cas d'un acier doux, métal extrêmement

ductile, permettant d'explorer la déformation
dans les limites très larges. Il est apparu dès le
début, que l'approximation de la courbe en-
tière, même par la formule (T = C eae Eb, n'était
pas possible. Il a fallu donc diviser la courbe en
deux tronçons:

tronçon A : Eecompris entre 0,04 et 0,12,

tronçon B : Ee supérieur à 0,12 jusqu'à 1,30.

(Ee = 0,04 est sensiblement égal à
A%=

Ee= 0,12 est sensiblement égal à
A%=

4,1

12,75

Ee = 1,30 est sensiblement égal à
A % = 267,0).

La figure 1 donne les courbes expérimentales
Cf(Ec) et 'fi' (Ee). Le point d'intersection des deux
courbes détermine le point (Tm, Em pour lequel
on a évidemment:

d(Tm
-=(Tm
d Em

(27)

On sait que la contrainte (Tmcorrespond à la
valeur maximale Pm de la charge variable P
enregistrée au cours de l'essai de traction, c'est-
à.dire que

(TmS = Pm, (28)

d'autre part, la charge de rupture R est définie
comme le rapport:

Pm

R = s: (29)

Les formules (4), (21) et (29) donnent:
(Tm e-em = R (30)

(26)

Gëet
.5
dte

80

70

'0

50

'0

JO

20

la
1

Al fe=ln~
,', ,s, 1,'

: TronçonB
:Jtm

0,2 0,' ',00,' o,a

Fig. 1

15 juin 1971



372 Sur une melhode (l'approx<mutton des courbes rationnelles de traclion

10910r ...

.1,8

.1,7
1091OCf.109,o69,90+0,24109'010

Ô,= 69,90
n = 0,24

.1,6

loglOCf_Iog,o 62,675+0.3110910é.

Gj= 62,675
n = 0,31

-1 -0.5 o 109'0é.

Fig. 2

(la valeur du coefficient rJ. de la formule (3)
est, pour E = Em, sensiblement égale à 1).

La valeur de R expérimentale, facilë à déter-
miner avec une grande précision, dans notre cas
est de 39,1 kgfmm2. Celle calculée par (30) est
de 38,95. La bonne coïncidence des deux valeurs
donne l'assurance d'une construction graphique
correcte de la courbe dérivée 'p' (Ee) au moins
pour les valeurs de Ee de cette région de la
courbe fondamentale. L'approximation des
tronçons de la courbe (Te = 'f (Ee) par la for-
mule (T = (Tl En au moyen du tracé à l'échelle

doublement logarithmique (figure 2) a donné:

tronçon A: (Tl = 82,675 n = 0,31

tronçon B: (Tl = 69,9 n = 0,24

L'approximation des mêmes tronçons par la
formule (T = C eueEba été faite, comme indiqué
plus haut, par la mise en équation préalable
des points expérimentaux Ele (figure 3) par les
droites:
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TABLEAU l

Ecarts moyens quadratiques %

tronçon A : El = - 1,5 E + 0,415

tronçon B : A, = 0,086 E + 0,205

Les constantes C pour deux tronçons, déter-
minées par la formule (26) sont respectivement
134,8 et 65,24, et les équations définitives sont:

E4=f~

0,36

0,"

0,32

E, = (\31

0,30

0,28
E4=-I,5é+O,415

0,26

0,2' El.=0,24

0,22

0,20 E

0,10,20,30,4q50,6q7(),8D,91,o1,11)1,31~

Fig. 3

Formule théorique a- = C eae b a- - a-En 1
- 1

----

I) Fonction a-
tronçon A : (},28 0,48
tronçon B : 0,26 1,22

2) Fonction E;.
tronçon A : 2,45 14,07
tronçon B : 2,62 12,40

3) Fonction
tronçon A : 2,06 14,04
tronçon B : 2,87 10,44

4) Fonction E3
tronçon A : 0,32 0,46
tronçon B : P,30 1,24

..--

5) Fonction E,
tronçon A : 1,96 14,14
tronçon B : 2,64 11,74
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REMARQUE SUR L'ARTiCLE
par A. ZAOUI

DE M. POPOFF

Laboratoire de Mécanique des Solides,
Eco!e Polytechnique

---

La méthode préconisée par M. POPOFF s'applique par-
ticulièrement bien à l'analyse de courbes de traction suf.
fisamment lisses pour permettre une bonne approximation
de la dérivée, et pour des matériaux à seuil de plasticité
négligeable. Quand ce n'est pas le cas, on a intérêt à
utiliser la « méthode des différences finies », proposée
par I. DE LACOMBE(Rev. Mét., 36, (1939), 178). Cette
méthode permet des approximations « paraboliques») du
type:

y = yo + k xa
avec ~ > o.

Son principe est le suivant: on relève les coordonnées
YP des points d'abscisse Xp croissant en progression géo.
métrique de raison a :

Xp = aP-1 Xl

avec p entier Ç> 1, a> 1, soit 6.yP la différence d'or.

donnée entre les points voisins d'abscisse Xp et Xp+l'
On a:

6.yp = '-P+I - y" - k (aa - 1) xpu
d'où:

log 6.y. = log [k (aa - 1)] + " log Xp

@ 1971 Revue de l'Industrie Minérale - Mines
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(1)

En reportant 6.yp en fonction de Xp sur un diagramme
bilogarithmique, on obtient une courbe qui, si l'équation
(1) est à pen près vérifiée, est assimilable à un segment
de droite dont la pente est ~. On peUt ainsi apprécier
directement l'exposant a., indépendamment de k et de y.
ces qnantités pouvant être alors aisément calculées. Pour
améliorer la précision de la mesure, on peut changer
la valeur initiale Xl, les points correspondants s'alignant
sur la même droite, ou changer la raison a : on obtient
une droite parallèle à la première.

La méthode s'étend aisément au cas de courbes loga-
rythmiques ou « hyperboliques)) (a.< 0). Elle est utili-
sable aussi bien pour l'analyse des courbes de traction:

cr = crpl + A e pla

où crp! est le seuil de plasticité et ev! la déformation

plastique, que pour celle des courbes de nuage

e = Eo + Bt"

ûÙ t est le temps. On peut ainsi déterminer avec précision
les valeurs initiales cr.r ou eu, difficiles à apprécier
directement, ou, dans le cas de courbes « hyperboliques .).
la valeur asymptotique de la variable mesurée.
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