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AVANT-PROPOS

Ce cahier contient les conférences prononcées au cours du Colloque du 19 juin 1967
dont le théme était : « Progres récents de I'étude des effets du second ordre ». 11 apparait,
en effet, que, depuis le Symposium international de Haifa (1962) qui fut consacré a cette
question, des progrés substantiels ont été acquis, tant en ce qui concerne les fluides
visqueux que les solides plastiques.

La plupart des communications que I'on trouvera rassemblées ici sont relatives
aux fluides et se rattachent plus ou moins a I'effet Weissenberg. Qu’on me permette de
rappeler en quoi il consiste et les équations proposées pour en rendre compte.

Pour certains fluides, lorsqu’on provoque le cisaillement suivant Oz, des couches
perpendiculaires & Oy, se développent non seulement des contraintes de cission o,y
proportionnelles au glissement y, mais encore des contraintes normales 6y, Gx, Gy

proportionnelles &

Pour expliquer cet effet, Ren
de comportement de la forme :

er et Riviix (1947) ont proposé une équation

s =27nu+ adév(ul),

s étant le déviateur des contraintes, u le tenseur vitesse de déformation, =, x des
constantes (lorsqu’on se limite aux termes du second ordre).
Une explication complétement différente a été avancée par Mooxey (1951),

De WitT (1955), ANGLES D'AURIAC (1966) : le fluide est un fluide de Maxwell obéissant
a I'équation linéaire :

1 Bis
2w D"

oD 4 ; ] 3 . L
ou l)j est le tenseur vitesse de contrainte. Mais cette vitesse de contrainte doit étre

évaluée par rapport & des axes qui tournent avec I'élément fluide. Les effets du second
ordre sont ici dus a cette rotation.

On trouve que les contraintes s,; el sy sont ¢gales dans la premiére théorie,
opposées dans la seconde. L'expérience ne confirmant ni 'une ni I'autre de ces prévisions,
il semble nécessaire de combiner les deux théories. On peut aussi (on verra que cela revient
au méme) adopter d’autres définitions de la vitesse de contrainte que celles que nous
venons de donner. La notion de vitesse de contrainte joue ainsi un role essentiel dans
I'étude des effets du second ordre; la premicre communication va nous permettre de
I'approfondir.

J. MANDEL,

President
du Groupe Francais de Rhéologie




SUR LA DEFINITION DU TAUX DE VARIATION DE CONTRAINTE
ET SES APPLICATIONS EN RHEOLOGIE @

par G. MAYNE et R. VAN GEEN

CHARGES DE COURS ASSOCIES
A L'UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES

RESUME

La définition d’un taux de variation objectif
et intrinséque d’une grandeur tensorielle conduit a
l'utilisation d'un opérateur différentiel qui trouve
son origine dans les travaux de Sophus Lie. Les
propriétés de cette dérivée de Lie sont examinées,
ainsi que diverses applications.

La dérivée au sens de JAUMANN apparait comme
la composante rigide de la dérivée au sens de LiE.

PRINCIPALES NOTATIONS UTILISEES

Vecteur, tenseur quelconque.

Tenseur des contraintes.
Tou gy i Densité tensorielle des contraintes
selon TRUESDELL.
E ou Ej; Tenseur des déformations d’Aryaxst.

Tenseur des vitesses de déformation.

Dérivée de Jauman~.

Dérivée de Lie associée au champ de

vecteurs p.

B Matrice transposée de la matrice
associée a T.

¥ : 5

B SO Matrice inverse de la matrice
associée a T.

Tety....... Dans le modéle de MAXWELL,
respectivement  cisaillement et
glissement.

(1) Comm
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unication au Groupe Frangais de Rhéologie, le 19 juln 1967.

A. — SUR L'OPPORTUNITE
D’UNE MESURE OBJECTIVE ET INTRINSEQUE
DU TAUX DE VARIATION
DU TENSEUR DES CONTRAINTES

1  L’influence du et de la déf i
du référentiel, dans le calcul du taux de variation
des contraintes intervenant dans la formulation
des & de compor

La détermination du comportement mécanique
d’un milieu continu exige la connaissance d’équations
constitutives ou équations de comportement, carac-
térisant le milieu.

Celles-ci visent a pallier I'insuffisance d'infor-
mation fournie par les seules équations de mouvement
et de continuité. Pour la méme raison, une équation
de comportement est nécessaire lorsqu'on veut
calculer la puissance des forces intérieures dans le
milieu continu.

Les équations de comportement de milieux
simples sont des relations a valeur tensorielle entre
tenseurs : T = f(E) [solides élastiques], T = f(V)
[liquides newtoniens], T = f(E,V) [corps visco-
élastiques], etc. Certaines équations de comportement
aménent l'introduction d'un laux d accroissement de
contrainle.

Ainsi, dans un corps élémentaire de Maxwell

de complaisance : et de viscosité x, 'addition des
déformations conduit a I'équation constitutive :

.

% 1
ek ook
1

v =

"




‘ni contient un terme 1, « vitesse » d’accroissement de
]?1 contrainte. Mais un tel modéle simplifié, (‘amclér.lse
¢+ des scalaires, implique de fait Iacceptation

3 3 3
cli)v Paxiome de scission de la loi de comportement
en deux lois distinctes, I'une liée aux parti
isotropes, l'autre aux déviateurs des  tenseurs
concernés.

So %d
5
Fig. 1

Lorsqu'on cherche a étendre la portée d'une
équation constitutive, on pose immédialement la
question du référentiel dans lequel sera calculé le laux
d’accroissement ou « vilesse » du lenseur T.

Un exemple simple inspiré de W. Prac
va illustrer cette nécessité du choix du reé
adéquat :

R [1]

entiel

@) une éprouvette en traction simple statique

est mise en rotation, avec le systéme de mise en
charge, autour d'un axe perpendiculaire 4 I'axe de

I'éprouvette (fig. 1). Les variations des composantes

de T dépendent du choix du référentiel : ainsi, dans

le référentiel absolu S, ces composantes varient,
f ~

LA

b Etat II
Etat Iinitial b
alors qu’elles sont constantes pour toul observateur

Fig. 2
li¢ 3 I'éprouvette, ¢’est-a-dire dans le référentiel 87 en
rotation;

b) imaginons maintenant
varie durant e mouvement
exemple, lorsque celle-ci
(ot Ton g

que la contrainte
de T'éprouvette, par
sse de I'état initial 1
pure commodité, le

confondu, par
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réféerentiel absolu et le référenticl arbitraire li¢ A:
I'éprouvette) a I'état 11 (fig. 2).

Le calcul du taux de variation de T peut i
faire soit directement dans §’ que lon suit
dans son mouvement, soit dans Sy, mais  dans
ce cas pour autant que l'on ¢limine les variations
dues au mouvement rigide du référentiel lié a la
matiére;

se

¢) dans la figure 3, la rotation du référentiel
n'est plus due & un mouvement d’ensemble du milieu
par rapport a l'observateur, comme dans I'exemple
de I'éprouvette de Prager : cette rotation est cette
fois le résultat de la déformation elle-méme du milieu
continu.

L'influence du mouvement rigide du référentiel
se fait & nouveau sentir lors du calcul du taux de
variation de la contrainte. Ce dernier caleul doit étre
¢tabli non dans un référentiel absolu S,, mais dans un
référentiel S construit en P en y faisant subir & S, la

Etat 1,initial

Etat I

Fig. 3

rotation rigide du milieu (dans le cas d'un milieu
¢lastique et de déformations évanouissantes, ce

0 3 1
vecteur rotation serait b =  rot u).

Selon T'expression de J. Maxper [2], le taux
d’accroissement doit étre caleulé « par rapport a la
matiére », sans quoi sa mesure ne serait pas objective,
puisque dépendante du mouvement des axes;

d) notre recherche d'une mesure objective du
taux de variation de contrainte nous a amenés a
¢liminer la rotation relative de I'observateur par un
mouvement rigide adéquat du référentiel S, Nous
avons ainsi construit en chaque point un référentiel
A limage du référentiel absolu (ces référentiels
peuvent étre orthonormes). Ce caleul équivaut &
différentier au sens de Javsany [5]. On reprochera
A cel ensemble de référentiels de ne pas étre maléﬂ'ﬂ;;; >
(« entrainés par la matiére ») et de résulter d'une
construction a refaire en chaque point, & chaque
instant.




ON PEUT PREFERER CALCULER UN TAUX DE VARIATION
DANS UN REFERENTIEL ARBITRAIRE FIGE DANS
LE MILIEU, SE MOUVANT ET SE DEFORMANT AVEC

vt (fig. ).

Les axes d’un tel référentiel li¢ 4 la matiére sont
ions

formés de particules. En général, les dir

Etat 1,initial Etat II

Fig. 4
constituant le triedre se modifient 4 chaque instant,

sraduation portée sur chaque axe
avee le milieu.

tandis qu'une

(jauge) est déformé

Le but de cet article est précisement de montrer
quun tel caleul équivaut a emploi d’un opérateur
différentiel qui trouve son origine dans les travaux
de Sophus Lie [12].

Nous appellerons INTRINSEQUE un taux de
variation calculé dans un référentiel figé dans le
milieu. Une grandeur intrinséque est nécessairement
objective, puisque les axes matériels subissent la
rotation du milieu. Elle en différe cependant : nous
montrerons, en effet, que l'utilisation de la seule
composante rigide de I'opérateur de Lig, revient a
différentier au sens déja défini de JAUMANN.

Lintroduction d’opérateurs différentiels visant
4 exclure de la dérivée matérielle 4 du est non

objective, le mouvement du référentiel, n’est pas
chose neuve.

Deés 1911, G. Jaumann [5] introduisit 'opérateur
qui porte son nom. De 1934 a 1940, A. Bior présente
les ¢léments successifs d’une théorie ou les effets
physiques se séparent des effets géométriques par
Fintroduction du champ de vecteurs tourbillons dans
les équations d’équilibre, et ce pour un matériau
linéaire ou non-linéaire [6] 4 [8]. Récemment,
quelques travaux ([9] 4 [11]) relatifs aux fondements
de la rhéologie ont apporté une impulsion nouvelle
a I'étude de cette question.

La dériv

i au sens de Lie semble moins connue,
bien que divers mémoires mathématiques lui aient
Lu consacrés ([14] a [19]). La signification des
diverses dérive introduites aprés JAUMANN  par

dvean, Ororoyp [9], Truespert [10] apparait
nettement lorsqu’on les situe par rapport a la dérivée
de Lie.

Les propri¢tés de cette dérivée font Iobjet de la
partie B de cet article.

2  Exemple.

Les ouvrages déja cités contiennent divers
exemples faisant intervenir des dérivée
de JAuMANN. Ces
exceptions pre

du type
applications sont, a quelques rares
relatives aux fluides visqueux.

Nous souhaitons ici préciser la question du
choix du référentiel par un exemple tiré de la physique
expérimentale des milieux continus. Nous n’exami-
nerons qu’un état plan de contrainte.

On sait, en particulier, depuis les travaux de
P. Daxtu [3], qu’il est possible de déterminer la
rotation rigide en chaque point, par la méthode des
moirés et des moirés d’ordre supérieur.

Dans une récente conférence de synthese — la
« W. Murray Lecture 1965 » A. DureLLr [4] a
montré diverses méthodes d’obtention par moirure
des courbes d’égale rotation rigide, ou courbes
isostrophiqu

La méthode classique des « grids » permet,
d’autre part, d’obtenir une image suffisamment
fidele de la déformation d’un référentiel figé dans le
milieu.

5a

Fig. 5a. — Schéma de Vexpérience

Deux méthodes expérimentales nous permettent
ainsi de marquer la différence dans le choix du
référentiel lors des différenciations au sens de
JaumanN et de Lie.

Nous avons reproduit aux figures 5a, b, ¢ et d,
des données expérimentales dues & Durentt [4]
relatives au cas de l'anneau circulaire déformé par
deux forces égales agissant le long d'un diametre
(fig. 5 a).
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es isostrophiques
(I =~ 380 kg'/mm?,
d tres extérieur, intérieur
i 292 mm,
t I'épaisseur sont respectivement de'

r;ormm 19 mm; chaque force appliquée vaul

900 kg"). e
La figure 5d donne le référentiel (initialement
cartésien : fig. 5¢) déformé (afin (l'z.lccentuer la
déformation, Je modeéle est cette fois en ]?nly—
uréthane, E ~ 0,37 kg’/mm?, v = 0,5, les diameétres

Fig. 5b. — Courbes isostrophiques :

@ = 25109 . n (en radians)

Fig. 5¢ et d. — Déformation d'un référentiel figé dans le miliet

l\ﬁvfnm:l’. = La nature et les dimensions
des modéles des figures 5 b ot Se sont différentes

extérieur, intérieur et 1'¢
de 127 mm, 83 mm, 12,7
vaut 3,9 kg’).

paisseur sont respectivement
mm; chaque force appliguée

Un caleul de pitesse de conlrainte,
se fera dans le repere déforme
l'e caleul se fera dans fles
mdiqu?' a la figure 6 : o long de chaque courbe iso-
slrophique (@ ordre n, les orientations des aves
(carlésiens) sont conslantes,

au sens de L,
5d. Ausens de Jaumann,
repéres construils comme

- 500 — :

Le mémoire de Durernt [4] indig
procédés expérimentaux pour obtenir les « v
de  certaines  composantes  du  {eng
deformations, ou encore la « vitesse » de
maximum.

200

2+

Iig, 6

B. — DEFINITION D’UN TAUX DE VA
DES TENSEURS

PAR RAPPORT A UN REFEREN
FIGE DANS UN MILIEU CONTINU

I Taux de variation par rapport & un réf
figé dans un solide euclidien indéformal

Dans le cadre de la mécanique classi
solide cuclidien, on envisage traditionnellem
référentiel supposé fixe et un rvéférentiel fig
le solide. I.'établissement des ¢quations
(quis’obtiennent en projetant le théoréme du
cinélique sur les axes mobiles, rend néce

au référenticl absolu en fonction du taux de
de ce méme vecteur par rapporl au
enlrainé par le solide. i
Désignons par (1, 2, 3) un référenti
orthogonal fixe de base ¢; et par (17, 2, 3
trirectangle de méme origine et de base
le solide.

Si @ estoun vecteur quelconque,

@ = al'e = a'lop



Soient @ ot a' les matrices colonnes des
composantes du vecteur @ dans les deux référentiels;

elles sont lices par la relation
a=R({a 1)

ant le

ot R () est la matrice orthogonale defini
mouvement du reférentiel mobile.
En dérivant (1) par rapport au lemps, il vient :

W dn dRCo 4
R mt i @
dR r

Posons m R W el montrons que celle
di

antisymétrique.  Puisque R est

matrice esl

orthogonale

dR = . - dR
RR=1->%CR+R% =0

R désignant la transposce de R,

dR R
; a1 X
W= —7 R ey
R L dR
Wiy R
d’ou il résulte que W \\

La relation (2) peut s'écrire en terme de

composantes :

dat e da e
o = Rie S + Wyal

ou en terme de vecteurs :

i ¢
ll”,l/ e ’[:;’ ey + Whdl e

On en conclut que le taux de variation d'un
vecteur par rapport au référentiel fixe se compose
du taux de variation caleulé dans le tricdre mobile
et d'une variation des composantes du vecteur due
a la rotation de ce triédre.

En notant la de

3
» 5t veée par rapport au triedre
mobile ¢t en introduisant le vecteur o de la rotation
instantance, la derni¢re relation peut encore s'éerire :

da S a
dl st o X a

ot » désigne le produil vectoriel,

g P . e % ac
Il en résulte que la derivée absolue l’; d'un
«
veeteur ne conduil pas & des grandeurs objectives aun

sens de la mecanique des milicux continus.

Au contraire, la dérivee relative

Sa
YR excluant
les variations dues 4 la rolation du réferentiel,
salistait le principe d’objectivite,

La formule définissant le taux de variation relatif

d'un tenseur une fois contravariant, soil :

S al dal i
ST S

se géncralise & un tenseur quelconque pour donner :

S aiiee
St

dati

ey WP @l WP o

2 Généralisation aux milieux continus.

Comme pour les solides euclidiens, on peul
ger de déerire le mouvement d'un  milicu
absolu,

envi
continu soil par rapport a un référentiel fix
soil par rapport & un repére figé dans le milieu et se

déformant avee lui.
Les formules définissant la transformation du
milicu entre les instants £, et [ :

ol == ol (2], 1) avee o =al(@ ) @
déterminent & chaque instant dans le réferentiel
absolu x, un référentiel curviligne x,, figé dans le
milicu. A Pinstant , les deux référentiels coincident
mais aux instants ultérieurs, le reférentiel fige se
deforme et devient curviligne.

Travailler en coordonnées de Lagrange. c'est
adopter comme  référentiel le systeme de lignes
matérielles i, Dans ce repére curviligne deformable,
fig¢ dans le milicu, les particules de maticre
conservent leurs coordonnées. Il en résulte que les
tenseurs definis dans le réferentiel fige voient leurs
composantes inchangées lors de la déformation du
milicu.

Un champ de tenseur a ¢tant défini sur le miliew
A toul instant, pour introduire un taux de variation
A Pinstant £, il faul comparer le champ tensoriel &




un taux de variation dans le
référentiel figé, il faut comparer le champ a I'instant {
au champ a linstant {, identifié dans le référentiel
déformé a I'instant £; d’ou la définition :

da_ . a()—a*(t)
3'i=f’j,': T

a* (,) est le transformé par la déformation (3) du
champ a T'instant #,. En coordonnées de Lagrange,
@* (ly) = a (4,) et ce taux de variation coincide avec
la dérivée partielle par rapport au temps :

M-
at

da
3

i le tenseur a est exprimé en coordonnées d’Euler,

* (4;) s’obtiendra classiquement a partir de a (4)
uivant la formule :

0 ke G lo

. s L
C Ok o R

Kls..

' Dérivée de LIE.

Considérons un sy
rdre :

stéme différentiel du premier

dxi
el o
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Ce systéme admet une et une s
prenant la valeur z, a l'instant ¢, :
xi=zi(zi, 1) o=y
Il en résulte qua tout champ de
X =(X!...Xn), on peut associer un g
de transformations ponctuelles 4 1 paramétre

P T =2(T 0!
Un champ de tenseur a étant défini sur

variété, on appelle dérivée de Lie du
relativement au champ de vecteur X, I'opé

£ e = lim 27 (21 %0) — 10— (@)
oo g e

Cet opérateur a été introduit sur la
de travaux de Th. pe Doxper [14]
M. Th. H. Lepacke [15] pour les tenseurs cor
complétement antisymétriques (en rapport a
invariants des formes différentielles extérieu
par M. Siesopzinskr [16] pour les te
quelconques (pour I'étude des invariants inté
des équations canoniques). 1l a été étudié en
dés 1932 par ScHOUTEN, Van Kampex [
Vax DaNTziG [17] & qui il doit son nom. o

En 1950, Orproyp [9] I'a introduit indépe
damment dans le cadre de la mécanique des milie
continus sous la dénomination « dérivée convee!

En mécanique des milieux continus, le

est engendré par le systéme différentiel
trajectoires :

‘f;f = i (2, 1)

qui, dans I'espace-temps, est de la forme ).

En effet, lorsqu’on pose ¢ = 20 et
systéme (5) devient :

li';;z == g (o b e

Le taux de variation d’un
A un référentiel figé dans un mil
autre que la dérivée de Lie
vitesses d’univers des particules



M. P Depmise [19] & montre que T derivee de
Lak associce & un milien continu peut dtre prolongee
univoquement en derivee covariante d'univers,

1 Propriétés,

1o La dérivee de Lie d'un tenseur estun tenseur
de méme espoee @ cela résulte de la definition,

20 La dérivée de lae satisfait la formule de
LEmNiTz,

Sia.b
tenseurs @ et b, on a:

designe le produit tensoriel de deux

Cabw=Carbta b
N 3 \
analyse en

Cette formule s'¢tablit  comme

classique & partir de la définition ¢

S(arb) = lim e ble ';.“) L $u(aid)
AN >, 0
1im 4® xg) * b (prdy) @b
im ;
ey o
Vla () — @eal @b {
S edtum)> 1b (e o) — @1 b
-1, t l
-Lab+a b
~ N

30 DERIVEE DE LIE D'UN SCALAIRE.
Si f est une grandeur scalaire, @[ = feth

R 0 R B
L == i b

4° DERIVEE DE LIE D'UN VEGTEUR CONTRA=
VARIANT,

al (@) — qual (x)

Cal =l
at = lim =

x sty
al (x) = ai (7)) + (f,;:) Xl (@) (t—1l)+ o+
puisque :
dxt
(dl )l—l. =2l

@) = Gy 0 @)

ot = @, X ()

b (rg) = al (xg) + (';,ﬁ,') al (@) (L= lo) o oo

) 4 o1

axt

dat .,
Pl al

at
Cot = g X/

Lo caleulant £ b, on obtiendrait Pexpression

~
de la derivee de Lie dun veelear covariant ¢

8 ,
Pt R g o XJ
E a NI 7l ) gt

50 Dimivir b Lig D'UNE DENSITE SCALATRE
pE rotns 1o
Siop designe une densité sealaire de poids 1,

on ot
o (xy) = det \::‘,\ e
o dat \a; | (:}j)(l 0 \
[+ (2n-nsd

e ()
{

o = lim
N oty

o1 p (W)
ly

o @) = ¢ (@) + XK@ g —WF s

oy
¢t p () = det (() _ﬂ) ¢ (X)

i & Xk
-[1-%= 9+ o
2 Xk

b
Lo =Xk ook T 0 ook

60 Dinivie bE LIE D'UNE DENSITE  TEN=
SORIELLE DE POIDS W,

TLes résultats anterieurs permettent
rete | oSt une densité tensorielle

sia
5 "n"",a....u = Xk O ﬂ'w":‘,;.
R




vée de Lie ne change pas
dérivées covariantes aux

7° DERIVEE DE LIE ASSOCIEE AU CHAMP DES
VITESSES D'UNIVERS.

Pour une densité tensorielle de poids w :

@ Puery Tirp
La %

a

ey ¥
sq =0 a % | d

g5 Spenssark OF

" Fuerp i
0¥ k. T @ kewsqg¥ s, T

+ war,

x
sy Uk

Ty
wsq %k

g RIS

les virgules désignent des dérivées covariantes.

Taux de variation de contrainte.

Explicitons la dérivée de Lie des différentes
composantes du tenseur de contrainte :

s dTy; 2 .

5 Ty = 'all" + Tij v + Ty vk;  (Rrvim)

Sh i i as

S e R

i YR ey

ESILIS q — T oly — Ti vy (OLprROYD) [9]
»

On peut définir le champ des contraintes & partir
d'une densité tensorielle <ii de poids un, dont le
taux de variation a été introduit par TruespeLL [10]

el R Tar o
Ll = = sk Ly — ik gl i) gk
e dl p f i

Dans toutes ces formules, on peut d(‘composcr
le tenseur gradient de vitesse en parties symétrique
et antisymétrique :

bl = Vi 4 W,
Vi est le tenseur des vitesses de déformation

Wi est le tenseur antisymétrique définissant

la rotation instantance du milieu.
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En particulier, pour les composantes
variantes, on obtient :

LA dTii % S
¢ T = T — (T Wh 4 Ty

— (TH Vi, 4 Tik Vig)

La dérivée de Lie définit un taux de variation
intrinséque excluant les modifications des compo-
santes du tenseur qui résultent de la rotation et de
la déformation du référentiel.

Si on se limite a la considération dun taux
de variation excluant les seules modifications dues
a la rotation du référentiel, on est amené &
envisager la  définition  suivante adoptée  par
Jaumann (1911) [5]

= T Tki \'ik b Tik Vik
»

dlTle e e rep
= Tki Wi, — Tk Wi,

La dérivée de Jaumanx est parfois appelée
composante rigide de la dérivée de Lir; elle définit
un taux de variation par rapport & un reférentiel
rigide qui tourne avec le milieu.

Pour les milicux continus indéformables
(cf. 1) les dérivees de Jaumann et de Lie
s’identifient.

6 Applications.

@) Conservation de la masse.

La masse volumique o se comporte, vis-a-vis
de la déformation du milieu, comme une densité
scalaire de poids 1 :

P § (o = o @

Sa dérivée de Lie vaut :

d
Db EI?'T o div o

v
Pour exprimer la conservation de la

de la masse volumique.

E:
i




b) Théoréme d'Hermuorrz,

On montre, par le caleul, que le rotationnel de
Paccélération est égal a la dérivée de Lie du
rotationnel de la vitesse :

Nij Api= iy g0

Pour un fluide parfait,
forces extérieures massiques dérivant d'un potentiel :

rotrope, soumis 4 des

Ay — A =0

I en résulte que le tenseur rotationnel de la
vitesse est entrainé par la maliére,

¢) 19 Le tenseur de déformation Cyy de Ca

eHY
se définit par le tenseur métrique avant déformation
exprimé dans le référentiel déformé; il en résulte que
sa dérivée de L1k est nulle :

£Cy=10

el que sa dérivée de JAuMANN vaut :

Cy Ca V4 —Cy VY
20 La dérivée de Lie du tenseur métrique Jij

vaut deux fois le tenseur des vitesses des

déformations :

i = 2 Vi

v

alors que sa dérivée de Jaumany est nulle @

gij =0

30 La dérivée de Lie du tenseur des déformations
d’Armanst est le tenseur des vitesses de déformation;
en effet :

1
LEy=3(£yg 2Cy Vi
it e o Jij 5 ) if

L'adoption de la dérivée de Lig pour définir
un taux de variation permet de considérer le tenseur
des vitesses de déformation  comme  dérivée
intrinséque du tenseur des déformations alors que la
dérivée de Jaumans donne :

Ey= Vy—Ey Vi —Eg Vi

— 811 —~

Concrusions,

La définition de Jaumann reste conciliab)
la vision matricielle des tenseurs
second ordre; en effet

e avee
cuclidiens  du

s Tk = giy Tl

, o
Vi = gy Tl

alors que la déri

te de Lix conduit

£ Ty = 2V y The + gy £7T4,
P 3

Toutefois, par son caractére intrinseque lié 4 la
représentation lagrangienne du  mouvement d'un
milieu continu, la dérivée de L risque de s'imposer
en accord avee une vision plus fondamentale du
caleal tensoriel,

C. EXEMPLE D’APPLICATION
A LA PHYSIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Dés 1939, M. Biror introduit des équations
constitutives en termes de taux de variation de
contrainte (« stress-rate »), considérées comme cas
limites des relations liant contraintes et déformations
additionnelles (¢« incremental stress and strain
relations »). Cette théc connait un développement
actuel sous le nom d’hypoélasticité [13).

Choisissons une équation de comportement de la
forme : « le taux de variation des contraintes est une
fonction de la contrainte et de la vitesse de
déformation ». Quelle définition du taux faut-il
choisir? Faut-il différentier au sens de Lig, de
JauMany ou de Riviix, ete.? La condition nécessaire
et fondamentale 4 remplir est la condition
d'objectivité; or, nous avons établi que toulgs ces
dérivé sont objectives, et dés Jors le choix ne
résultera plus que de considérations plus nusno.écs,
La portée d’un changement de déﬁniti‘on de de'nvée
peut étre précisée par la remarque suivante :'l.l‘ est
connu (J. Manper [2]) que les différentes de.ﬂnmont
ne different que par une expression bilinéaire en 2
et V, de telle sorte que l'ordre le plus élevé des
dérivées est indépendant du choix de la définition
(pour autant que T et V interviennent dans I'équation
de comportement). 7

2




; fonctions F, et F, vont differer par leur
forme, mais non par leur contenu physique. Le choix
d'une ou lautre définition du taux de variation
résultera done d'une appreciation sur la forme de
Téquation de comportement que I'on prefére.

Comme deja signale, le choix de la dérivée de
Jaumaxx permet lemploi daxes cartésiens, et douc
de la vision matricielle des tenseurs de second rang.
La deérivée de L1k opére dans un repere physique.

On notera aussi que le lenseur des vilesses de
déformation V' intervenant dans les équations de
comportement est précistment la dérivée de Law
du lenseur d"ALvaxst.

Ce qui précéde montre que la dérivee de Lag
est plus conforme & une conception plus fondamentale
du caleul tensoriel. Pour ces raisons, nous préférons
Ia formulation infrinséque des équations de
comportement.

La généralisation du fluide du type ReiNgr-
Rivuix par lemploi d'équations de comportement
objectives a €t¢ exigée pour interpréter des effets
physiques nouveaux. L'utilisation de taux de
variation objectifs ou ntrinséques sont & lorigine
de progrés récents dans I'étude des effets du second
ordre ().

Certaines de nos recherches actuelles portent
Sur une genéralisation similaire des matériaux
¢lastiques par une équation de comportement
réalisant I'economie maximum d’hypotheses :

ET =@ (T.CE) = ®(T,V) (Hyposlasticite)

et par généralisation :

ET=0(T,V,.CV .. ., etc.)
» X ® /

Les corps élastiques peuvent, dautre part,
étre  définis  par I'équation  de comportement
différentielle :

I P
S = RBLR)

o lltre dexemple : la_communication de W, Brssorn
© M. Cumzravy - o sur Peffet Weissenberg »

W«RM
M‘Mrlﬂ*d«m&lm

\périences

4 ce Calloque annuvel =

~ds Uuin 1967) du Groupe ¥
ordre + (voir p. 313),
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P
et une fonction bilinéaire en T et ) et hypor
elastiques quelconques,

Les resultats de cette étude, qui sort du cadre
géneral de cet article, feront I'objet d'une publication
distincte. Nous souhaitons cependant signaler un
resultat : le sous-groupe des hypoclastiques linéaires

T est une fonction bilingaire en T et V), contient
\»
des corps élastiques non linéaires qui présentent
done ces effets du second ordre qui sont précisément
T'objet du Colloque d’aujourd hui. Ceci révele, d'une
part, Uambiguit¢ de lexpression « comportement
linéaire » d'autre part, lintérét de hierarchiser
correctement les eéquations constitutives des milieux
continus.

Les mémes considérations valent pour les
¢quations de comportement relatives & d’autres
propri¢tés  physiques, par exemple, la photo-
elasticite ou la piezo-¢lectricité classiques,
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QUELQUES EXPERIENCES SUR L’EFFET WEISSENBERG ®

par W.

orn

RESUME

des
liquides non newtoniens en se limitant aux corps

On étudie l'équation d’état généralisée
stiques non linéaires; on ne retient dans
cette équation que les termes du premier degré par
rapport aux tenseurs des contraintes et des vitesse:
de déformation et leur produit. Les hypothe
faites par RivLiN (corps visqueux non linéaire) et
par Moo~y (corps maxwellien) dans leurs études
sur « I'effet Weissenberg » sont des particularisations
de I'équation générale.

Des expériences ont été faites sur des solutions
de polyisobutyléne soumises a un cisaillement entre
deux cylindres coaxiaux. Les résultats obtenus
montrent qu’il est néc re de tenir compte de
tous les termes de I'équation générale proposée pour
rendre  compte quantitativement de Deffet
Weissenberg pour les corps étudiés.

INTRODUCTION

C'est en 1947 [1] que, pour la premiére fois,
WEeisseNBERG publia dans la revue « Nature » un
article consacré au phénoméne d'un fluide qui,
placé dans un vase cylindrique tournant, s’enroule
autour d’un cylindre fixe plongé dans le fluide et
monte le long de ce cylindre.

Pour expliquer ce phénoméne, appelé « effet
Weissenberg », plusieurs auteurs dont, en particulier,
Riveis [2], [3] et Moo~ey [4], ont donné des théories
différentes

10 Riveis [2] suppose le fluide visqueux et
non linéaire; la viscosité introduit dans I'expression

(1) Communication au Groupe Frangais
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de la pression un terme supplémentaire, et si le
signe de ce terme est convenable, il exprime une
pression verticale vers le haut;

20 MooxEY [4] suppose le fluide élastique et
fortement visqueux, donc Maxwellien, sans qu’il
soit question de non-linéarité. Tl retrouve ainsi une
pression dirigée vers le haut.

Dans ce
posés
d’une

travail, nous nous
d’expliquer effet Wei
expression plus  gé de Téquation
d’état du fluide; les cas envisagés par RiviiN et par
Mooxey correspondent a des particularisations
de cette équation. Les expériences failes en
Laboratoire semblent montrer que cette géné-
ralisation était nécessaire pour les fluides que nous
avons utilisés.

sommes  pro-

— ETUDE THEORIQUE

1 Etude d'un fluide isotrope incompressible.

11 est possible de définir I'équation d’état d'un
fluide quelconque soit en variables de Lagrange,
comme T'a fait OLproyp [5], soit en variables
@’EvLer [6]; cest ce dernier systeme qu'a choisi
Rivuix [2], [3].

Nous adopterons pour notre ¢tude les variables
d'Euler et nous désignerons par ) Xi { les coordonnées
initiales d’une particule qui, au temps £, se trouve au
point |} xi {.

Dans le cas le plus général, la fonctionnelle F,
qui régit le comportement d’un corps quelconque,




b hMmt de vitesse Q:
— la contrainte S;
— la densité p;

~ et leurs dérivées successives par rapport au

temps.

On se rappellera que le tenseur de déformation

Gy est donné par sa dérivée temporelle :

)=z

R (0,0 S5 ., 00 ..) =0,

Dans le cas d'un fluide incompressible, si S est

la contrainte, la contrainte externe sera :

T=S+p()I

el c'est cette contrainte externe qui doit intervenir
dans la fonctionnelle (1,1). Si le fluide est purement
visqueux, cette contrainte externe T est le déviateur

du tenseur de contrainte S.

P (p) est une pression hydrostatique fonction

de la densité.

Si le fluide est homogéne et incompressible,

# = g = Ct, et p est indépendante de e, soit :

1,19 T (O 0] iy AW 0 VARG

Dans le cas d’un fluide isotrope, par rapport
aux coordonnées d'EULER, RIvLIN et ERICKSEN 7]
ont montré que la fonctionnelle ¥ ne doit faire
intervenir que des tenseurs symétriques; la vitesse
de déformation Q doit donc intervenir par sa fonction
symétrique D, et de méme pour les dérivées

successives,

@D

Si i désigne la dérivée de D, lice au malériau

telle que I'a définie Javmann [8] :

@Dy 8Dy
DO = —all — S0 | Wi Dy 4 Wi Dy,

AU ol
avee
Wi 2008 dvi
2| oz oxk |

nbre de paramétres el de
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De méme nous définirons :

@DT
HebREats it
Eoh @t

et nous aurons :

(it I i i)

Nous  supposerons les déformations quasi
uniformes et négligerons, par conséquent, les effets
des dérivées successives de D et T(M), & se réduira

donc a :

F (D, T, TW) =
(ol
(1,2) Dl — T8 (D), 1)

Le corps etant isotrope, la fonctionnelle d’état
I (D, T) Vest aussi; elle est donc invariante. pour un
changement de coordonnées, c¢’est-a-dire :

F (D,;, DY, . ..) = 0/~ B (koSN
avec :
quel que soit a.

o
i\

Ceci entraine, si T®W est fonction de D
seulement [9] :

- + o DY,

TO =F (D) = a1 + a; D + D2+ -

ol n est le nombre des valeurs propres distinetes de D
et les coefficients «; sont des scalaires fonctions
de ces valeurs propres. Dans l'espace & trois
dimensions :

T® = a5 I + o, D + o D2

De méme, nous pouvons écrire, si TO)
fonction de T seulement :

TO =y I F v, T + v T2

La fonctionnelle F (D, T) étant a la fois fon
de T et D nous aurons donc :
(1,3) F(D,T)=TM =qa 1+ aD + aD?

+ a3 T +ag T + wase ¢




Etudions la dérivée materielle de la contrainte T,
Nous avons [10] :

si T est un tenseur covariant :

®Ty - 2Ty i -
ot ot tof T + of Tas
si T est un tenseur contravariant :

@TYG  8Tu
Wt at

ik — wh Ttk

si T est un tenseur mixte (i ¢tant lindice
des lignes) :

0T ) T
‘f,_,],' ]/ b TS + wf T}

Ces trois derivees ne différent qu'd une forme
bilincaire de T et Q proés. En considérant cette
forme bilincaire, nous obtenons, en rappelant que T
ne doil étre fonction que de tenseurs symetriques, et
ienls ¢; sont des scalaires fonetions des
invariants de T et D :

si les coef!

(1,4) T® =gq,1 a2
ag (TD + DT) + ay (T2 D 4 DT?)
a; (TD® 4 D).

@D + aD? + ag T

Rappelons que les invariants en question sont :

o Y -
T,= M1
2

Iy o

Iy

Il est possible de remplacer 1, et Iy par les traces
de matrice des tenseurs T® el T9:

I el
2‘:‘ Lij Tji,

i

tr T8 = J,
BTV T oS T TAT
s 8 i 4t ki
ik
et nous avons :

S0 =D21,
3Jy=381L—211, 4 %
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done  les  coefficients @ seronl  fonctions  des
nvariants :

e (1)t (1), e (T9), e (D), e (DY,
(D), te (D12, tr (D),

[Le fluide ¢tant suppose incompressible, tr (D) - 0.

Nous appliquerons I'equation (1,1) dans le cas
particulier de I'écoulement stationnaire d'un fluide
entre deux  eylindres  coaxiaux  animés d'un
n'mu\'vnwul de rotation I'un par rapport a l'autre.
Nous poserons que chague point du fluide se deplace
dans un plan perpendiculaire & 'axe de rotation

S

L

~
Q

Fig. 1.~ Schéma synoptique du montage
r, ¢ rayon du eylindre fixe;
ry torayon du vase;
r ¢ rayon d'un point quelconque du ligquide;
Q ¢ vitesse de rotation du vase;
h, : hauteur d'un point quelconque du liquide.

el sur une orbite circulaire autour de cet axe. Soient
ry et ry les rayons respectivement du cylindre intérieur
ol du vase. Si la vitesse angulaire d'un point du
fluide situe a la distance r de axe des deux eylindres
est @, nous poserons @ = 0 pour r = ry el @ = Q
pour r = ry (fig. 1), le cylindre intérieur étant fixe.
Nous traiterons le  probleme en !
cylindriques.

Laxe z, dirige vers le bas, comcide avee l'axe
du cylindre. Dans ce systéme de coordonnces, le.
champ de vitesse est donne par s

Jol{=10,0()01




9  Fluide de Rivlin-Reiner.

Riviiny admet que le fluide est uniquement
visqueux, ce qui entraine T® =0, tr(T) =0 et

1
Dy — 51 0
Dans ce cas I'équation (1,4) se réduit a :

@) EOD-—0—aD+aDtaT,

avec :
T =18 45l
Si I'on pose :
GrE
= T
.
i o 4,

nous obtenons :
@22 T=4D+3Y <D2~%trbz>,
ce qui donne :
¢ 1
Trr = Tog = — Yot
3 1
Tor = Tro = 27]m’r,
T = Top = Typ = — ,]2 Y2 e

Portons ces valeurs de la contrainte externe
dans I'équation dynamique :

23) 8Ty + P2 [T, —Tog] — 8, P = — pol %
3 Teo+ 211 Tpy— 115, P = 0
S )

1R

Le fluide étant isotrope :
%P =0.

Done, par intégration, nous obtenons :

1
2,4) Tro = 9 i = (G =4

(’est une constante d’intégration. Elle représente
le couple de cisaillement exercé sur le cylindre
intérieur par la contrainte de cisaillement Tro.

En considérant la viscosité v constante :

Donc :

Soit. :

(2,9)

5 (& S ai

L’intégrale représente la force centrifuge. Pour
une vitesse Q assez faible, elle peut étre négligée.
Donc, dans le cas ou ¢ est positif, il existe une
pression verticale P dirigée vers le haut et qui tend
a faire monter le fluide autour du cylindre intérieur.
La courbe représentant le couple C en fonction de Q
est une droite de pente :

Rivrix appelle ce coefficient § : le coefficient de
contrainte normale.

3 Fluide visco-élastique.

On considére un fluide dont on néglige, dans
I'équation d’état (1,4), les termes du deuxiéme degré

en T et D

(3.1) T = a1+ ¢, D + a5 T + a5 (TD + DT).



Remarquons que ce fluide n'est pas lin¢aire au
sens mathématique, le principe de superposition ne
s’y applique pas. Le fluide étant incompressible,
tr (D) = 0, donc il n'y a que deux invariants :
tr (1) et tr (DT); en posant a; +# 0:

3 tr (T) + o tr (D),

1 = g + a tr (DT),

ou les coefficients 8 et x; sont des constantes du
fluide et :

dim (8) i

dim () = L %
B2 ~TO=THtr(DI+otr (DI
[n + atr (D] D

%D L DT)

En considérant toujours le cas du cisaillement

entre deux cylindres :

1 2T T + Too 0N
TD + DT =g’ r | Ty +Tow 2Tro 0/
0 0 0
tr (DT) = o’ r Tro,
v e To—Trr O\
POy o iyt r ol Tigge sl 0T 0
& /
0 0 0/

Nous obtenons done les qualre équations
suivantes :

6 T Pt (TY—=(z S la =< eyaalir T,
Btr (T) — (23 +- % + ) &' 7 Tro,
Bt (T)— oy &'r Tro,

Tro = [—n — ay tr (T) — 3 (Tpr + Ton)

ke 1
¥ (T~ Top)l 5 o',

ce qui donne, par combinaison lincaire de ces quatre
¢quations :

e (T) Bay

No'r T

2a9) (1 + 3P) e’ £ T,

Py

en posant @

3, +
1+3p

@D Trr AB + & + oy — 1) ' FTyg,

Too AB + @ + @ + 1) & F Tres

(
(
AR+ o) o' 1T,
1
)

Tro

F2Bhay

el en posant :

85 v=1

(2,6) Tro

Soit :

ou encore :

3.7) o

A ces équations nous devons associer I'équation
dynamique du mouvement :

B8) T &P 4 7t [Tor— Too]

O Tro—r2aP + 21T, 0,
rrg ro

P W1y

Le corps ¢lant isotrope, la pression P ne dépend
pas de lorientation des axes, done & P = 0; ce qui
entraine :

(3.9) Tro == C T4

C étant le couple exercé sur le eylindre intérieur par
la contrainte de cisaillement Tr.

Ion considérant les ¢quations (3,7) et (3,9),
nous obtenons :

3,10) o etV 16y Cirt]




ntinue pour
une valeur

me - dans U'expression

n+u.

A. — CALCUL DE LA VITESSE
DE CISAILLEMENT

Pour calculer o, il nous faut considérer deux
cas :

v>0,

v < 0.

ig. 2. — Variation du couple C
en fonction de la vitesse de rotation Q du vase

dans le cas ou v > 0

Pour simplifier, posons :

€ =16v 2792

311 U=V1—eC2ru,
avec :
(Eg i<
a) v >0,
, /i U 1
B12)do=_VEN : :
8\4‘.‘177»Uz\/l ,Uz“ U]dU.

L'équation (3,12), avec cette condition, se
réduit 4 :
@ e Vent U ! du
8H‘=1+U\/1 Gk
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[iqure 2.

Intégrons (3,13) en effectuant les changer
de variables :

W= cos'w, puis l= tg;,
1 T i
dow— B
2yl |

1
-+ [t + 2arctgt + .
2\/v72 el 2

La constante d’intégration @y est

donnée par
les conditions aux limites :

0@m) =0, o(m)=20.

Nous obtenons :

1 /1 —
Gld)ie = 0 [ i i
Xl o
-U
——fi i t, -+ arc cos U — are cos L6 ],
ENAE
U =
Ul=1—16vs2qn-2C2p;t

Pour que I'écoulement soit stationnaire, il faut
que U soit réel et donc :

L —cClrt 50

r i

(3.15) G g .

(R metmie s oo
Ve 4\/vr
La valeur G = Gy, est la valeur maximum que

peul atteindre le couple pour que I'écoulement reste
stationnaire.

L¢quation (3,14) nous donne pour Q :

[

1

2or

/‘l~—U|
Vit u,

(6,16).0 = &

2

[(Q) est nm

+ arc cos Uy — arc cos

La courbe € —




La pente de la tangenle a cette courbe est donnée
par la valeur de la dérivée dqg C :

dQ €

ac ruU
14U 1 ' i
x =
Q+UrV1I—U V1—1U 5,2z

Lorsque C->0, U->1, donc nous pouvons

eécrire :
1
Usl—geC2rs
£ dc
SH a0 om0
by v < 0.
¢ |
?
|
|
|
|
|
I
I
|
|
|
i
el
b “
s |
7= l
1
0 W Q
Fig. 3. — Variation du couple C

en fonction de la vitesse de rotation Q du va
dans le cas ou v <0

Dans ce cas, nous avons :
1 U

S)de s b
Sl 8 PV VAT

[1—U]du.
1

En posant U = chx et { = th z, il est possible
d’intégrer I'équation (3,18) :

1
© = —— [2 aretgie=];
2Vv =
(3,19) e

o
2\«

% | argeh U, —arg ch U, + \/Elkl \/ti{} J
ot 1
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La courbe C = f(Q) est donnée par la figure 3.
La pente de la courbe a Porigine

égale a :
1 [
n Lri

Et dans ce cas seulement, il faut admettre une

vitesse de rotation Q'y, pour laquelle le couple
devient infini :

est encore

(3.20) G o
Vv = i

B. — CALCUL DE LA PRESSION VERTICALE P

La premiére des eéquations dynamiques (3,8)
donne :

» Py
(3,21) P()=\ gre?dr+ T,
+ \ 71 (B Sl

avec, rappelons le :

Trr=—(—AB+ a,+ 05— =) o' 1 Tra,
PENE
@) v > (0
Ol s

Par intégration, nous trouvons :
(3,22)
(r 1
P () =\protdr+ (2B +em+a—Tg=
% [1 — U] — o= [—log (1 +- U) + Ul + P,
P() =R, @)+ Py

La constante d’intégration P, est déterminée
par la relation suivante :

i cr P
< : =2z\ ——rdr=0,
gﬁsrlh () rdr Sr.pg
ce qui donne :
2: e
Py= et \'IP,r dr.




S +a— -0
CP=—ABtmtay—m

r p
p,(r)-r:—’—r[log(l +U)—U+_0 ~~-b)]+ Py.

b) v <0.
=S o,

0 r

Fig. 4. — Variation de la hauteur & du fluide
en fonction de la distance radiale r pour 0

-l \—4
e SRR S R (R T
Ve \i=Tn

T e b
Nous avons encore :

P =y 7 [lga+v)—u s T D]+,

Nous pouvons résumer les cas v > Oetv<0
en écrivant :

(3.23)
Gl \ e
Pa) =il g1 + U)—U '“Ie il T o

Pour avoir I'effet Weissenb i
P ssenberg, il faul une
pression P, — p ~ Py dirigée vers le haut, done
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négative. Pour discuter du signe de P,
envisager deux cas :
P> 05
P06
JOXRL>0).

Siv>0, U<1.
Nous pouvons admettre :

e
log(1 4 U)=0-—=5-,

ce qui donne :

= LT
(3.21) P,(r):—l:_. >+ ‘jl]

Nous aurons une pression P, négative si U a une
valeur extérieure a Iintervalle compris entre les
racines du trinome du second degré, soit :

o) pour U= —r b

Siv <0, U sl

B () =g Thgu-ld‘l(r~

v

Palt 8L 5
P, est négatif si U est voisin de e
20 T3 <0: 3

Nous avons :

(3,25)
m:4211@u+wrv—l 1wr} ;

P, est toujours négatif. Dans ce cas il y existe
une pression verticale dirigée vers le haut, quelle
que soit la valeur de U.

Etudions la variation de la pression P, en
fonction de la distance radiale r (fig. 4.

La pente de cette courbe est donnée par la
valeur de la dérivée :

&P = [0 (D + & ] & U,

soit

(3,26) &PJﬁ=2Miq[—_f_"’



Cette dérivée sannule pour :

r
U dediaind
1
4 1
donc, dans le cas ou v < 0.
Pour C Cp sur le cylindre, dans le cas ou
0, U = 0, nous pouvons écrire :
BLH |
VS VS
G Pr—ri = [_
WiE
Puisque, dans le cas v > 0 exclusivement,
0 < U < 1, nous pouvons encore admettre, pour

cette dérivée, un développement en série, ce qui
donne :

avec :

ce qui donne :

P, () =—2=:

Posons :

(3,27) P, (r)

Si 4 est positif, il y a effet Weissenberg.

FLUibE bE MAXWELL :

soit :

P, (r)
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Un fluide de Maxwell

7 I présente un effet
Weissenberg si le couple de cisaillement est faible.
| G 5.
&P, (r) = xfl

Si le couple est tres faible :

(3,28)
S ‘_-./Q'l‘ B
: 2 <|I\B—r/ "
2 A2 1
P ¢, 02 :
() Va0 o
avec :
1ok
o
S : 3 >
Si — >4, soit = tres petit, il ne peut y avoir

effet Weissenberg.

B. — ETUDE EXPERIMENTALE

Trois plateaux tournant a la méme vitesse sont
montés sur un carter en duralumin. Les cylindres

Fig. 5. — Photo du montage
en verre conlenant le fluide a étudier sont fixes
aux plateaux par une embase en Plexiglas tenue
par une couronne en duralumin (fig. 5)-

L’ensemble est entrainé par un systeme poulie-
courroie commandé par un moteur a courant continu
a 1/2 CV, qui tourne a 4000 tr/mn. La vitesse de
rotation des vases, grace & un réducteur de vitesse
de 1/10, peut varier de 0 a 400 tr/mn. La commande




» & thyratrons qui
L “\pendant toutes les
connue de maniere trés

un ; de n trous, solidaire d’'un
des phmni, deélivre, par l‘intermédia?re d'une lampe
et d’une cellule photorésistante, n 1mPu151ons par
tour; ces impulsions sont dénombrées par un
compteur électronique pendant un tem'ps dorlme i
En faisant varier T, il est possible d’obtenir une
grande précision et nous avons :

N

g aiRy
e

N nombre d'impulsions comptées pendant le
temps T.

Fig. 6. — C = Fr, = KYr

Y : mesure de la flexion de la lame;
ry = est le rayon du cylindre;
K : est un facteur de proportionnalité.

La mesure de la hauteur h :Pi du liquide

au-dessus du plan de repos est faite au cathétométre
qui donne une précision de 1/100 de mm.

Le cylindre intérieur plongeant dans le fluide
est relié fixement a4 un systéme en forme d’étrier.
Son extrémité supérieure est terminée par une tige
filetée qui permel de faire glisser le cylindre le long
de son axe et de le maintenir fixe en rotation par des
contre-¢crous. Le diametre de ce cylindre peul varier
entre 1 em et 4 em, tandis que le diamétre du vase
est maintenu constant. Nous avons relevé la hauteur h
du fluide en fonction de la distance radiale r, pour
différentes vitesses de rotation du vase et les courbes
expérimentales trouvées ont éLé comparées aux
courbes théoriques (chap. 3, partie A).

Comme nous avons pu le voir, il est intéressant
d§ relever la valeur du couple pour différentes
V|tgsfes Q. Pour cela, nous avons mesuré ce couple,
qui S exerce sur le cylindre intérieur, au moyen (l‘ur;
systéme 4 lames de flexion : des jauges de contrainte

collées sur cette lame nous permettent de conn:
le couple avec une grande preécision. Dans ce mon
le cylindre central est libre en rotation (mont
sur butées a billes). Un ergot, monté sur le haut
cylindre, appuie sur T'extrémite libre de la lame
flexion. Lorsqu'un couple s’exerce sur le cylind
celui-ci tourne d’un angle 0, le couple C antagos
est fourni par la lame de flexion agissant comn
un ressort (fig. 6).

L’emploi de différentes lames de flexion permet
la mesure du couple de 10 g-cm a 6 kg-cm (la valeur
supérieure n’étant pas limitative). Un étalonnage
préalable permet de connaitre le couple avec une
précision supérieure a 1 %.

RESULTATS EXPERIMENTAUX.

Plusieurs expériences ont été faites avec de
nombreux fluides.

Nous avons choisi des polyisobuténes dont les
caractéristiques sont les suivantes :

H POLYISOBUTENES
il — ——
‘i @ e
‘ _—
I Densitef i o i NS 0,880 “ 0,883 | 0,910 |
| i |
il Rords moleculaimet s 8830 | 1230 ‘
Viscosité en poises a 270 C..| 223 970 \
Seul le polyisobuténe (3) présente I

Weissenberg; de plus, nous avons constaté qu
solution caoutchoutique réalisée en laboratoire
du Vistanex et une huile S 244 fournie par
utilisée comme solvant, présentait égalemes
pression verticale négative trés importante.

I Mesures de viscosité.

Nous avons mesur¢ la visco:
ces fluides en fonction de la contrai
a l'aide d'un viscosimetre a cyli
Epprecht Rhéomat 15, po
variant de 50 C a 700 C. ¥

Nous avons pu verifi
dynamique de ces quatre flui
lorsque la contrainte de cisaille
fait trés important car, dans le p



partie A, pour effectuer lintégration de ¢, o,
nous avons dua supposer que cette viscosité
restait constante en fonction de la contrainte de
cisaillement.

Nous avons pu constater que les polyisobuténes
(1), (2), (3) vérifiaient la loi de Andrade, loi qui
donne la variation de la viscosité en fonction de la
température absolue T° K :

Dans le domaine oa nous travaillons, pour
¢tudier Veffet Weissenberg, 20 < foC < 30, nous
pouvons admettre la loi de Andrade. Cette loi,
appliquée, en général, 4 une solution quelconque
de polyméres, est donc aussi vérifice pour le poly-
isobuténe (3). Il semblerait donc que, du point de
vue viscosité apparente, ce fluide ait un compor-
tement normal. L’effet Weissenberg ne serait donc

5 pas uniquement du a des propriétés particuliéres de
7 = Aesrs la viscosite.
103
Tk [ 1 £ |
35 T ! |
| {8 % I |
34 ! LA V| |
| Bl et | |
P / | /
33 : T T
| [ 1 | | | l
| | |
| o |
32 1
e
= 7 ]
| 7
/ o
30 - <10
2 L st
///’4'/
29 — i
2'6 L 1 1 vl L 2 1 I L 1 1 tiel 1 1 1 1
102 103 10 M poises  10°
Fig. 7. — Loi de Andrade : variation de 7 avec la température absolue Ty pour les polyisobuténes (1), (2 ()

IX étant I'énergie d’activation de I'écoulement et
A une constante du fluide. L'énergie d’activation E
est donnée par la pente de la courbe :

/1
logn =f ‘\\vr)-

Si le fluide suit la loi de Andrade, cette courbe
doit étre une droite. Sur la courbe de la figure 7 (1),
nous voyons que la loi de Andrade est vérifice pour
le polyisobuténe (1), dans tout le domaine de
température étudié.

Pour le polyisobuténe (2), cette loi n'est plus
valable au-dessus de 500 C et, pour le polyisobuténe
(3), il 0’y a plus linéarité entre log 7 et .1‘

I au-dessus
de 430 C.

OB T

2 Etude du couple de cisaillement.

Nous avons mesuré le couple de cisaillement
pour différentes vitesses de rotation du vase (courbe ‘T))
et différents rayons r, du cylindre, pour les trois
polyisobuténes. La courbe de la figure 8 représente
cette variation pour le polyisobuténe (3).

Nous pouvons constater que, sauf pour des
rayons r, trop importants ot les effets de bords ne
sont plus négligeables, I'allure des courbes C=1 )
est analogue  celle donnée par la theorie (fig. 2)
avec v > 0. <

Pour les polyisobuténes (1) et (2), ce couple est
trés faible (G < 300 g) tandis qu'il est trés important
dans le cas du polyisobuténe (3) ou il peut
4 kg/em. ’




Fig. 8. — Variation du couple G en fonction de Q pour le polyisobuténe @

hem

07

06

2 rcm

Fig- 9. — = /(") pour e Ppolyisobuténe (3)
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“courbe

1l est passible
(fie- ) que, pour de es de rotation

vase, I loi de ¥ 'm“m&
verifiant la formule (2.3) donnée par Riviax.

3 Mesure de la pression verticale.

Nous avons relevé la  hauteur h‘z au
fluide en fonction de la distance radiale et pour

differentes vitesses de rotation du vase (fig. 9),
pour le polyisobuténe (3). Elles ont l'allure de la
figure 4 (voir fig. 10).

Les polyisobuténes (1) et (2) ne présentent pas
Ueffet Weissenberg. Nous avons pu constater que
ces fluides ont un temps de relaxation extrémement

T g
faible, donc le rapport ‘30 est trés important
et P'expression :

r :
@ =g2su-vu>o

est prepondeérante devant Texpression (1) :

b

M =gt g + 1)U}

Dong, il ne peut y avoir de pression verticale
dingée vers le haut.

Le polyisobuténe (3) a un temps de relaxation
nettement plus important. 11 semblerait que nous
ayvons, dans ce cas, I' < 0.

Done, courbe de la figure 9 :

b o Bt A e
P‘=~|:=L~2 +:l'_:—|‘

¢l nous n'aurons plus de pression verticale dirigee
vers le haut pour :

: JyTat R
Us l.ar—v(g) —2‘».

La solution de Vistanex présente, elle, un temps
de relaxation trés important. “elle est soumise
@ une deéformation, il faut plus d'une heure & la
surface libre du fluide pour reprendre sa position
de repos. T' est donc négatif pour ce fluide et nous
avons alors Teffet Weissenberg. Cependant, il
semblerait qu'il existe dans cette solution un temps
de retard non négligeable. 11 faudrait donc considérer
dans la fonctionnelle (1,1) le tenseur DM que nous
néglige dans le paragraphe 3, A.

Cnuh\m\lsox AVEC LE FLUipe be Rivus,

Nous avons comparé nos résultats ceux
trouves par GreEsxsmiTi et Riviex 1] en 1952,
qui ont effectu¢ des mesures sur des solutions de
polymeres et ont pare leurs ltats aux résul
theoriques donnés par I'équation (2.6) dans le cas
de petites vitesses de rotation du vase.

s ont trouve que la loi de variation de la
hauteur A du fluide en fonction de la distance
radiale r est de la forme :

A=A -Br2

Q1

[Squ. @Q8)] ()

En parant avec Iéquation (2
admettre :

Pk b h=C8

ce qui donne bien :



que ne le prédit la théorie

Actuellement, nos travaux se poursuivent par
P'étude approfondie du Vistanex et I'influence de la
température sur la pression verticale P,.
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EFFETS DU SECOND ORDRE EN PLASTICITE ®

par Alfred M. FREUDENTHAL

(COLUMBIA UNIVE!

RESUME

Une torsion alternée cyclique d’éprouvettes
tubulaires d’aluminium pur et
utres métaux écrouissables produit des allon-
1ents permanents, croissants, proportionnels au
carré de l'angle de torsion. L’existence de cet
allongement du second ordre, amplifié par 1appli-
cation répétée de la torsion (effet Ronay), est
incompatible avec les critéres d’écoulement classiques
et avec la condition de coincidence des directions
principales des tenseurs de contrainte et de défor-
mation infinitésimale. Un nouveau critére est proposé,
qui est compatible avec les observations.

lindriques ou

FAITS EXPERIMENTAUX

Les lois de comportement des milieux continus
solides sont établies, en général, sous la forme de
relations tensorielles linéaires entre contraintes ou
accroissements de contrainte et déformations infini-
tésimales ou accroissements de déformation, ou
encore vitesses de déformation. Par conséquent, les
directions principales des deux tenseurs reliés
coincident. De nombreuses observations montrent
que cette coincidence n’est qu'approchée et que les
déviations systématiques ne peuvent pas étre consi-
dérées comme des erreurs d’expériences.

Les observations de Poy~TinG [1] ont montré
que la torsion d'un fil (élastique) d’acier dur est
accompagnée d'un allongement et d'une variation
de volume proportionnels au carré de la contrainte
iillement. Des cylindres circulaires de caout-
chouc incompressible de longueur constante, soumis
a une déformation de torsion, développent une
force de compression axiale [2]: si les cylindres sont

(1) Communication au Groupe Francais de Rhéologie, le 14

SITY, NE!

YORK)

libres de s'allonger, on observe des allongements
assez importants pour le caoutchouc contenant un
sel granulé [3]. La force de compression et I'allon-
gement sont porportionnels au carré de I'angle de
torsion. Pour le caoutchouc (polyuréthane) 1allon-
gement est du type élasticité retardée et dépend de la
vitesse de torsion. Des allongements irréversibles
de tiges et de tubes de cuivre, de fer et de laiton,
séverement tordus, ont été observés par Swrrr [4]
et par L'HErRMITE et Dawance [5]. Cependant, il faut
remarquer que les observations sur le caoutchoue
et sur les métaux dans le domaine des écrouissages
importants résultent de déformations finies; dans ce
cas, l'allongement est plutot le résultat de la
géomeétrie de la déformation finie que de la loi de
comportement tensorielle non linéaire entre contrainte
et déformation des matériaux. Ce sont donc des
effets du second ordre du type que REINER [6] a
nommés effets non linéaires géomélriques.

L’observation des effets du second ordre lensoriels
purs, comme l'effet Poynting, demande une précision
extraordinaire, puisqu’on doit les observer dans le
domaine des déformations primaires petites, sinon
infinitésimales. D’aprés la relation

€~ 05

qui traduit approximativement les résultats» de
Poynting pour l'acier dur, l'allongement élastique
pour une déformation de torsion de lordre Adc
2. 10-3 est de l'ordre de 10-%, quantité trés petite,
A peine mesurable, sauf sur éprouvettes tres lungues:
Cependant, si une tige cylindrique est tordue au-deld
de la limite d’écoulement, I'allongement n'est plus
recouvrable. Si la torsion est répétée, I'addition des
quantités infinitésimales d’accroissement permanent

9 juin 1967,
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~ gement fini. C
‘irouvé par M. RoNay [7] au cours de recherches
récentes sur la fatigue en torsion avec ou sans tension,
et nommé effet Ronay par W.A. Woon [8], est
beaucoup plus important, du point de vue pratique,
que les effets Poynting ou WEISSENBERG [9], car
ces derniers ne croissent pas, mais tendent & s’annuler
avec la déformation ou la vitesse de cisaillement.

Leffet Ronay produit des phénoménes divers,
qui restent inexplicables si 'on ne fait pas appel a
la théorie des effets du second ordre, mais qui sont

cyclique (fluage cyclique). Quand la longueur d’une
éprouvelte soumise a un essai de fatigue en torsion
est fixée, on observe souvent le flambage en flexion
latérale de cette ¢prouvette, effet produit par la
force axiale, qui croil avec le nombre de cycles.
Dans les essais systématiques sur éprouvettes
d’aluminium recuit pur (fig. 1), de cuivre, de fer et
de titane, soumises a des déformations cycliques en
torsion de 15 a + 450 . 10-%, des allongements
permanents considérables, accompagnés de contrac-
tions caractéristiques de 'instabilité dans les essais
de traction, se sont produits. Ces allongements

160x10”>
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o
1+
w
=)

\:

Allongement L e

@
3

2

5

S

3

i+

=]

3

~
S}

75
e

0 2
0 1000 2000 3000 4000 5000
Nombre de cycles
Fig. 1. — Allongements permanents d'éprouvettes cylindriques d’aluminium pur produits par torsion eyclique

I( + 1° correspond & une déformation v de

caractéristiques du comportement des éprouvettes
métalliques soumises 4 des déformations (perma-
nentes) cycliques.

Ainsi, la résistance a Iécrouissage sous traction
est réduite d’'une maniére frappante par la super-
po.sitinn d’une déformation cyclique faible, soit de
fréquence mécanique [10], soit de fréquence ultra-
sonore [11]. Une tige d’aluminium recuit soumise A
une traction-compression cyclique, superposée a
une torsion constante assez faible, s’est tordue
pmgressn’em(snt dans la direction de celte
torsion [10]. Pour des éprouvettes de cuivre [12], [13]
i}'}de fer .|14| soumises a4 une tension axiale assez
gdelr:::;uql;)‘erxrl:ar[:x?uilté sfelullc;‘pr.es([ue pas (I'all.(m-
T i (11;(» ' uage commence auw_LOL

> contrainte faible de torsion
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15 - 10°%)

sont les plus grands pour les éprouvettes tubulaires
minces et diminuent en raison inverse de I'épaisseur
de la paroi (fig. 2), ce qui est caractéristique des
effets du second ordre. Dans les éprouvettes a paroi
mince, 'allongement croissant produit un phénomene
de flambage de la paroi sous une forme qu'on
n’observe, en geénéral, que sous une pression hydro-
statique extérieure, mais qui est produite ici par
la contraction du second ordre (fig. 3).

I’additivité des allongements irréversibles infini-
tésimaux par cycle au cours des répétitions cycliques
de la torsion alternée est la cause de I'importance
technique de I'effet Ronay. On s'apercoil que
2000 cycles de torsion alternée de & 100 produisent
un allongement de plus de 20 9 sur une tige cylin-

drique  d’aluminium  pur recuit (fig. 4. Cet
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THEORIE

Une étude précise, au cours d’un seul cycle, de
Jaceroissement d’allongement du second ordre sous
torsion et tension [19] a démontré I'existence d'un
cffet additionnel du second ordre, qui s'est produit
la suite de l'action mutuelle de la déformation
tique et de la déformation élastique. La source
je ce couplage est I'existence, dans la loi de compor-
+ t tensorielle compléte d’un milieu élasto-
plastique isotrope, résultant de I'application du
reme de Cayley-Hamilton généralisé par Rrvrin-
isex [20] au milieu  élasto-plastique, d’un

qui représente le produit des contraintes
istiques et plastiques :

€

45 de = o) ds + a, df + (al S+ o, l) df
. '.rlsJ»d.s'.s);
s déviateur de la contrainte o;
E > ~
1= 45 ——3.12 25 Lo

e : déviateur de la déformation;

constantes élastiques;

parameétres plastiques;

, : parametre élasto-plastique.

L’expression compléte [1] est la relation de
Prandtl-Reuss avec tous les effets du second ordre,
dans laquelle le dernier terme exprime une défor-
mation pseudo-réversible du second ordre, beaucoup
plus importante que la déformation de Poynting
(fig. 11). On a déja trouvé cet effet de I'action
mutuelle des deux tenseurs dans une étude du
comportement d’un milieu élastique retardé a I'aide
du rhéogoniométre de WeisseNBerG [21]. Dans
cette étude, des éprouvettes tubulaires courtes de
caoutchouc naturel ont été soumises a des défor-
mations cycliques en torsion, pendant que la
contrainte de cisaillement et la contrainte axiale
du second ordre ont été observées.

Dans une relation de Kelvin généralisée :

r;‘—a;z+a;¢’+a;¢+a;¢3+a,(z.¢+z.e);

o @ tenseur de la contrainte;

e : tenseur de la déformation;

e : tenseur de la vitesse de déformation;
a, et a, : constantes Elastiques;

a, et a, : constantes visqueuses;

@y @ une constante visco-¢lastique,

il y a trois termes du se
(Poynting), visqueux et vise clastique (couplage).
De sorte que Iexistence de trois effets du second
ordre dans un milieu élasto-plastique (effet Poynting,
effet Ronay et effet ¢lasto-plastique) n’est pas
surprenante.

nd ordre :

Elastique

L’analyse théorique de Ieffet Ronay dans un
milieu élasto-plastique écrouissable se heurte 4 une
difficulté fondamentale : il 0’y a pas de loi unique
de comportement des milieux plastiques écrouis-
sables sous contraintes cycliques. Cette loi change
d’un cycle a l'autre au cours de la déformation,
évolution qui représente soit un écrouissage, soit
un amollissement; le milieu atteint un état final,
qu’on pourrait appeler cyclique, avec seuil de fluage
4 contrainte nulle, mais sans déformation cumulative
du second ordre, état pour lequel les lois de la théorie
de la plasticité ne sont plus applicables (fig. 12).
Il n’y aurait plus alors de méthode d’analyse théorique
des divers phénomeénes d’instabilité [10] qui se
produisent au cours de la déformation cumulative
du second ordre.

Cependant, I'existence de cette déformation
ne doit pas étre négligée dans le développ t des
lois fondamentales de la théorie de la plasticité,
compatibles avec l'effet Ronay. Cet effet est la
cause d’une déviation de la relation classique entre
les paramétres de Lope [22] pour le corps plastique
incompressible :

© P.=25§':*63~~G! =

155,03

Si 6> 05> 05 de; >de, > de, cet écart
doit étre le plus grand pour p =v = 0 ((%isajllement).
région dans laquelle les résultats expérimentaux de
Lode montrent une dispersion considérable. Il sera
démontré plus tard que les expériences de .TAM
et Quinney [23] ne concernent pas cette région.

Le critére d’ 1 t ou le p iel plasti
le plus simple qui n’impose pas la condition arbitraire
que le signe de la déformation doit changer cel
de la contrainte appliquée, est représenté p

() =10+ iyt e
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on associée entre déformation infinité-
wtc est réduite 4 la relation de

’.’-— 0:
.’J_‘\

de; =22 / ? -mu‘-%m‘u'
L *\\ k) 3k

Le eritére d'écoulement [équat. (3)] a deux
branches, valables dans différents secteurs de
Pespace des contraintes projeté sur le ‘plz‘m octa-
édrique (fig. 13). Le ere résultant coincide avec
le eritére de Von Mises aux six sommets. Le vecteur
de la déformation n'est paralléle au vecteur de la
contrainte qu'aux six points des ontraintes axiales;
I'écart entre ces directions dans tous les autres
points du critére est I'expression de Peffet du second
ordre qui atteint le maximum aux sommets. La
ere dépend de la valeur du parameétre m,

forme du er

dont les limites m 540 8\/" s'obtiennent 4 partir

de la condition évidente : dv/dp = 0. Pour ces
limites, Pangle 0 entre les vecteurs de la déformation
el de la contrainte aux sommets atteint le maximum :
cosh =094 La convexité  du
31/3

Pour la déformation infinitésimale produite
par la torsion d'une ¢prouvelte tubulaire mince, on

condition de

critére donne les limites de m :

obtient :
) dejp= 27,
, 4xm I m ha
e A
avec :
1
050 =75 Ly P 12,

7, oy > Grie g 51 ¢ i
Pour les expériences en torsion, la déformation

axiale : d ¢ i é i '
axiale : d e, > 0; il est donc nécessaire que II: >0,
>, 2 %A
Par conséquent, aux deux définitions del'équation (3)
correspondant 4 4 k sont associées les deux valeurs
+ m,

De cette condition on deéduit que la courbe
v, dont Véquation ;

2
i (1 2 \/] B 4 mp
O i 22 i e o
3 1

4 m\?*
b K (g)lu’
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est déduite de (4), a deux branches pour les deu 5
valeurs de m (fig. 14) : la branche de m ~ 0 dans la
région — 1 < p < 0 et la branche de m < 0 dans la

région 0 < p < 1; c’est pourquoi le point p N
est marqué par une disc
On sapercoit que cette conclusion

avee la dispersion des résultats des
dans la région p = v = 0.

Bien que le critére d’écoulement proposé tienne
compte de I'existence des déformations du second
ordre, il sera difficile de le vérifier a laide
d’expériences directes. Les écarts par rapport aux
résultats préconcus peuvent toujours étre expliqués
par une « faible anisotropie » des éprouvettes,
Cependant, des ¢carls par rapport au critére de
Von Mises, compatibles avec le critére proposé,
ont été observés par A .M. Zuuvkov et V. AD
creHikova [24]. L'ecart était assez fort, quand
le seuil d’écoulement atteint en torsion avait été
suivi par une contrainte axiale neufre (par rapport
au critere de Von Mises); il était faible si le seuil
d’écoulement atteint en traction avait suivi par
une contrainte de torsion neufre. Cette différence
peut étre le résultat de I'existence de « coins » aux.
points de scission (J, = 0), dans le nouveau critére
d’¢coulement, points de coincidence de ce critére
avec le critere de Von Mises, mais points d’écart
maximal des directions des vecteurs des déformations.
neulres d’apreés les deux critéres.

CONCLUSION

Il est difficile de croire que les deux séries
fondamentales d’expériences sur lesquelles repose la
théorie de la plasticité, celles de Lode et celles de
Taylor et Quinney, n’aient jamais été répétées avec
la précision que les conditions modernes permettent
d’atteindre. Ce sont surtout les expériences de
Taylor et de Quinney qu’on doit regarder avec une
certaine méfiance, car Uinterprétation des résultals
esl basée sur I'hypothese discutable que toute
déviation par rapporl a la relation p = v est une
manifestation de la compressibilité du milieu
plastique. Comme un état de cission simple (torsion)
ne produit pas de dilatation de volume du premier
ordre, la relation entre p et v doit passer par le point
76ro (p ==v = 0); pourtant, c'est exactement le
point des déviations maximales des résultats de
Lode, déviations produites par les allongements
irréversibles du second ordre, Il faut done retour




employée jusqu ut

de l'existence de I'effet Ronay.
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LA MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS
ET LA CHIMIE PHYSIQUE DES LIQUIDES
ETUDE DES CONTRAINTES NORMALES
SE PRODUISANT DANS LES LIQUIDES A STRUCTURE SIMPLE ©

par I

DIVISION D1

CONSELL NATIONAL DI

RESUME

On déerit
theorie des vitesses des réactions d'Archénius et sur
la theorie de la structure des liquides due a Bernal.
1. effet saillement
liquide est conforme a la théorie des fluides simples
Coleman et Noll. Les contraintes normales (effet

un modele du liguide bas¢é sur la

d'une contrainte de ¢ Sup- g8

Weissenberg) sont prédites méme pour un liquide

non-polymére.

I8 I 'existence des contraintes normales el
Ieffel
des questions familicres dans les problemes d'écou-
lement des liquides de structure complexe, tels que

les solutions de caoutchoue. Lintérét théorique de

Weissenberg qui en découle sont devenus

ces phénomenes est peut-étre plus grand que leur
pratique, leur ¢tude alentours
1940 et 1950, a aidé au développement de la
re des

aspect car aux

de

theorie moderne de la mécanique non liné
milicux continus [1]. Cette théorie est d'application
generale, car non seulement I'écoulement des liquides
A structure complexe est-il non linéaire, mais celui
des liguides & structure simple I'est aussi, en principe.
I doit se produire ¢galement un effet Weissenberg,
peul-ttre d'ordre quasi infinitésimal, dans 'é¢cou-
lement des liquides moléculaires tels que 'eau ou le
benzéne, tente  dexposer comment  les

iteur

W, SMITH

QNI

HECHIERCHIS,

MIECANIQUE,

OTTAWA, CANADA

valeurs  des contraintes normales  peuvent otre

leulées dans les liquides en cisaillement simple,

rattachant les lincaires

en

cleristiques  non
d'un ¢coulement visqueux a une ¢quation clementaire
non lin¢aire de la chimie physique, 'équation des

vitesses de réaction d'Arrhenius.

On peal résumer la theorie moderne des
conlraintes dans un liquide en cisaillement simple
dans le liquide au repos (taux de

comme  suil

cisaillement 0) les pressions sont distribuces
isotropiquement. Si le liquide est anime de ce quon
lent,

peut qualifier de mouvement suffisamment
le déplacement du fluide donne naissance & une
contrainte de cisaillement = proportionnelle & s,

tandis que les pressions restent distribuces isotro-
piquement, dans les limites des possibilités d’obser-
vation. C'est le régime deerit par la theorie de
Navier el Stokes, celui de la plupart des expériences
mences en laboratoire pour la mesure de la viscosite
des liguides non polymeres (fig. | b). Dans le cas
le plus géneral, comme les theoremes de Coleman et
Noll le montrent [1], le mouvement du fluide s'¢cou-
lant donne encore naissance & la contrainte de
cisaillement, mais la  distribution pressions
n'est plus isotrope: deux autres composantes de
conlrainte el doivent prises en consi-
dération. Au fur et & mesure que § déeroil et que oy
petits, ils teadent & dtre
conlraintes normales sont

des

élre

oy 7,

el @y, deviennent e
¢

proportionnels

(1) Communication au Groupe Frangais de Rhéologie, le 19 juin 1967,

311




forme d'effet Weissenberg avec
mais il est difficile
- avec des liquides a structure molé-
bien que, comme TrUESDELL [2]

a I'étude de la viscosité. Les trails essentiels d'u
monoatomique, ou & structure simpl

interstices intermoleculaires,  qui
detruits  de la  facon indiquée:

liquide
concernent les
sont créés et

[
e A
P {54 g e
P 2 Py
P
2 it & 2 %2
E = —
En repos “Suffisamment lent Général
Navier - Stokes
1=0 sus =1($)=-1(-5)
e %y =93 (8) =93, (=S)
Coleman -Noll b e
el 2 9= p (GRS
Ok 1e<<rt
il
Y k2 St

Fig. 1. — Cisaillement linéaire du fluide simple

I'a souligné, elles conservent leur importance
théorique comme paramétres de la viscosité méme
si elles sont inobservables.

3. — L’établissement d’un  modéle mathé-
matique du liquide est nécessaire, auquel on puisse

_
Echelle macroscopique

B s/
OOO Oo/?rou OO
SR 00 e

Echelle moléculaire

Fig. 2. — Cisaillement du liquide simple

appliquer les théories chimiques et la
des milieux continus, Nous ut
un travail de Berwar, [3] ¢
géométrique
atomiques,

mécanique
ons dans ce but
tablissant une théorie
de la structure des liquides  mono-
dont on a déerit ailleurs [4] Lapplication

— 342 —

schématiquement a la figure 2. Dans un liquide au
repos, les interstices sont créés et détruits isotro-
piquement. Dans un liquide s'écoulant, les
interstices sont créés en majorité dans une direction
privilégi¢e, I'axe principal du tenseur d’extension,
et détruites de préférence dans les autres direc-
tions.

Ce concept de création et de destruction volu-
mique fournit le cadre d’application de la théorie
des vitesses des réactions chimiques, en prenant
comme hypothése que la création d’un interstice
nécessite l'utilisation d'une énergie d’activation,
laquelle dépend a son tour des contraintes régnant
a lintérieur du liquide.

Pour exprimer ces faits mathématiquement,
nous utilisons les axes ', 2’5, ¥; du tenseur d’exten-
sion, pivotés de 45° autour de I'axe a4 de I'ensemble
des coordonnées x;, ¥, x; qui décrivent habituel-
lement le cisaillement simple. Nous écrivons
ensuite trois équations schématiques abstraites
les composantes principales du tenseur d’exten:
sion D sont exprimées sous la  forme
résultantes des composantes positives et négative:
de création d'interstices dans le liquide.



santes de D sont multipliées par V, volume du

VD =V Vi
11, iy

VDy,

VD v

Nous écrivons ensuite les vite

de production
rstices sous la forme d’équations d’Arrhénius,
telles I'énergie d’activation dépend de la

te de la contrainte dans la direction des
ix axes de D. Nous exprimons ces compo-

s de la pression comme fonctions de Py, et nous
sidérons comme acquise I'existence des contraintes

1les oy et oy ¢

V Ke 5 H
1
\ Gyy + Ogy XD
itk 2 u_ o) fker
7% 2 i
\ Ke ’ i :
\ v K (2o +vPyy) [T g

oitz, symbolise d’activation

null

I'énergie
contraintes

pour un

ulement & et v le volume

l'activation.

Les équations (4), (5) et (6) forment un systéme
ontenant trop d’inconnues pour qu’il soit possible
le le résoudre complétement. Pour

de le atleindre notre
ul actuel, nous pouvons continuer

en considérant
affectant V ,

+ 11"
en fonction de s, taux de cisaillement.

les corrélations et les limitations
V etV

Tout d’abord, si s est nul, nous devons obtenir :

(7) - V) (=0).

(0)

+11

Deuxiémement, quand s
exprimer V

st pelit, nous pouvons
V (0) sous forme d’une série expo-

nentielle contenant V V) et V V (0),
110 +2

el prendre en considération les premiers Lermes

seulement

® VvV @

Vey=a+ bV $— V(0!
Sty 5

etV — V(o) | .
W S

De plus, la symétrie de la situation, quand la
direction de I'écoulement es

inversée, exige que :

) Vo (—$H=V (s
(10) V (==Y @)
an H=V ().

Ces équations simplifient la forme de (8) comme
suit :

(12)

V)
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de telle fagon que quand s est suffisamment petit,
les équations (4), (5) et (6) peuvent se substituer aux
termes correspondants de 1'équation (12) et donner
I'équation des contraintes normales :

(13) )1n cosh 'f).

KT

(2 k
011 + 05 = (\ i

Dans les théories de ce type [5] nous pouvons
considérer que

ol y est exposant de I'influence de la pression sur
la viscosité :

1 (p) = n(p=0) 7.

De cette fagon, quand =y est petit, I'équa-
tion (13) peul étre représentée approximativement
par :

(14)

arrivons

4. — Nous ainsi 4 une équalion
simple, pouvant donner une idée de la grandeur
des contraintes normales qui s'exercent dans un
¢coulement laminaire d'un liquide & nple,
non polymere, en nous fondant sur la conn:

des effets de la pression sur la viscosité. Cette
grandeur est trés faible dans les conditions ou les

sité sont effectuées en laboratoire,
facilement mesurables

mesures de

mais elles sont peut-élre plus
quand le liquide est soumis & de fortes pressions
qui augmentent & la fois la viscosité et la \'ulvu‘r
des conlraintes de cisaillement qu'on peut prati-
quement ulilis

idée de
liquide

nous faire
normales

8. Nous
limportance

pouvons
forces

une

des d'un
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PRESENTATION D’UNE MACHINE INDUSTRIELLE
APPLIQUANT L’EFFET WEISSENBERG ©

par M. ALLARD et M. CHATAIN

(CENTRE D'ETUDES DE!

RESUME

L rototype de machine a extruder a été
sé, dans lequel le polymeére est cisaillé entre
lateaux, I'un tournant, I’autre fixe. La chaleur
a la fusion provient en grande partie de
e mécanique mise en jeu, et la température
us uniforme que dans les machines classiques,
la pression obtenue est encore trop faible.

MESURES DE LABORATOIRE

L'un des buts du Centre d’Etude des Matiéres
istiques et des organismes associés est d’aborder
les problémes que pose la transformation des hauts

ymeéres : étude du comportement de ces matériaux

lans les conditions de mise en ceuvre, et des
techniques nouvelles.
Dans le cadre d'un contrat D.G.R.S.T.,

Frzessery a étudié les propriétés des différents
polymeres linéaires a 1'état fondu. Il a consacré une
partie de son étude a I'écoulement sous charge de
ces matériaux et aux effets de second ordre qui en
résultent, en particulier, 'effet Weissenberg. Pour
cela, il a utilis¢ un microconsistomeétre Kepes.

Les modifications apportées a ce viscosimetr
rotatif cone-plan permettent I'enregistrement des
efforts axiaux s’exercant sur le cone. Les expériences
réalisées 4 différentes températures sur plusieurs
Lypes de polyméres ont permis de mettre en évider
les phénoménes suivants :

la force normale augmente rapidement avec
la vitesse de déformation ou avec la contrainte de
cisaillement (fig. 1 et 2);

(1) Communication au Groupe I

MATIERES PLASTIQUES)

— les contraintes normales développées sont
fonction du poids moléculaire du polymere. Elles
sont d’autant plus importantes que le poids molé-
culaire est plus élevé. Le poids moléculaire moyen
du polymeére est caractérisé par son indice de
fluidité (IF), c’est-a-dire le poids de matiére qui
s’écoule a travers une filiere pendant 10 mn sous
P'action d’une charge fixe & température constante.
Cet indice de fluidité est d’autant plus faible que
le poids moléculaire est élevé;

— la nature du polymeére et sa structure ont
une influence déterminante. Nous pouvons remarquer
que les contraintes normales développées dans un
polyéthyléne basse densité sont supérieures a celles
développées dans un polyéthyléne haute densité.

La figure 3 montre les variations des contraintes

normales et des contraintes de cisaillement en
fonction du temps pour différentes vitesses de
déformation. On constate que, pour des vitesses de

déformation élevées, les contraintes normales passent
par un maximum puis diminuent et tendent vers une

valeur inférieure en régime permanent.

PRINCIPE DE LA MACHINE

Les résultats expérimentaux de ces études,
in vitro, ont ¢Lé ensuite étendus au domaine
a la mise en sur

obtenus
industriel;
extrudeuse.

dans ce cas, wuvre

Parallélement a cette étude, un prototype de
machine utilisant I'effet Weissenberg a ¢té réalisé.
Malgré les résultats mediocres obtenus, I'expérimen-
tation sommaire faile sur cette machine a permis

neais de Rhéologie, le 19 juin 1967,
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concevoir un autre modeéle plus perfectionné
« nous allons examiner en détail.

\vant de poursuivre, et, puisque notre objectif
.t d'examiner les possibilités d’applications d'un
;vwcuk a la transformation des hauts polymeéres,
nous faut comparer les possibilités d'une telle
nachine @ celles des ensembles technologiques
employes actuellement Ces ensembles doivent assurer
ltanement, ou suivant un programme donné,
rentes fonctions :

chauffer jusqu'a son point de fusion le
J[ymére que P'on introduit sous forme de granulés
yu de poudres;

melanger et transporter la masse plastifice;

meltre en pression le polymére pour le

msferer 4 travers une filidre ou dans un moule.

I.es machines actuelles comportent généralement

cvlindre chauffé dans lequel un piston ou une
s assurent le transport, la mise en pression et
I'homogeneisation du matériau.

\

Dans ces conditions, le chauffage du polymere
se fail, en grande partie, par conduction. Les matieres
plastiques ¢tant, par nature, de trés bons isolants
aire de le journer la
maticre assez longtemps dans le cylindre de la
machine. Malgre différentes techniques particulieres
qui permettent de favoriser les ¢échanges thermiques
entre le eylindre et la matiére, il est souvent nécessaire
de créer un gradient de température important dans
le polymere. Ceci entraine des risques de décomposition
¢t donne une masse plastifice plus ou moins homogene.

thermiques, il est néce:

SCI S

Dans le cas des s

ystémes & vis, les plus ulilises,
joutent le fait que chaque matiere
neeessite une vis adaplée & ses proprictes particulieres.

a ces defauts s

Les principaux deéfauts sont ¢liminés dans les
appareils  utilisant  le  phénoméne de  pompage
centripéte.  Scheématiquement, une telle machine
se compose de deux plateaux dont 'un, le rotor,
est entrainé en rotation, lautre, fixe, ¢tant peree
d'un orifice qui permet au polymére de s'ecouler.

L'espace entre les plateau

ou espace de cisail-
lement, est rempli de granulé

Dans cet intervalle ¢lroil, la matiére est soumise
A un effort de cisaillement important sur une grande
surface, La matiere est alors chauffée principalement
par la chaleur due an frottement mécanique.

Le chauffage ayant lieu dans la masse méme du
polymére, sa température est uniforme. Le temps
de sejour dans la machine est alors remarquablement
courl, environ 10 s,

— 00 o

Les conditions de travail des polyméres de
types différents sont fixées uniquement en réglant
le taux de cisaillement de la matiére, en faisant
varier, soit la vitesse de rotation du rotor, soit
Uespace de cisaillement.

De plus, le polymére étant soumis & un
cisaillement important, on en facilite le dégazage.
Les gaz pouvant étre évacués facilement, la
plastification est alors trés homogene.

Cette machine trés simple permettrait done de
donner une solution pratique au probleme de la
mise en ceuvre des hauts polyméres. Malheu-
reusement, les pressions engendrées sont faibles,
ce qui restreint les applications possibles. (On peut
noter que les pressions mises en jeu avec les moyens
courants sonl souvent supérieures a 1500 bars en
injection et de lordre de 200 bars en extrusion.)

n

DESCRIPTION ET RESULTATS

Revenons maintenant a la machine que nous
avons réalisce et dont la mise au point se poursuit
actuellement. Les différentes solutions adoptées
pour sa conception ont ¢té choisies en vue d'obtenir
une machine qui permette l'étude experimentale
du phenomene et des conditions de travail des hauts
polymeres

Pour cela nous avons prévu lentrainement
iillement & vitesse variable. Une
transmission hydraulique permet de realiser une
variation continue de vitesse dans une plage etendue
(30 4 350 tr/mn) avee un couple constant indépendant
de la vitesse de rotation. D'autre part, ce systéme
permel une mesure facile du couple transmis.

du plateau de ¢

Le schéma du systéme hydraulique est simple.

Nous disposons d'une pompe & pistons & debit
constant, Cette pompe, entrainée par un moteur

asynchrone de 10 eh, debite dans un moteur hydrau-
Ii(iut‘ A piston de eylindrce constante. La variation
de vitesse est obtenue en dérivant une partie du
fluide & travers un régulateur de debit ajustable.

Afin de pouvoir ¢tudier Uinfluence du taux de
cisaillement de la maticre, un dispositif meécanique
simple permet de faire varier Uespace de cisaillement
de 04 14 mm sans discontinuite,

1 alimentation de Uespace de cisaillement pose
un probléme delicat A resoudre simplement, Un
premier rotor, muni d'ailettes destines & entrainer
les granulés, s'est avere inadapte, Le rotor actuel a
une forme tronconique dont la partie active a un




. Le granulé est introduit
die et l'alimentation se fait
de lespace de cisaillement.

dlapres les publications, qu'un
ptaire ¢tait nécessaire pour
En fait, nous avons constate
de chauffer les plateaux pour
sion de la matiere sur le rotor et le
il suflt de compenser, dans certains cas, les
pertes Une resi e ¢lectrique de
300 W permet le chauffage du stator et de la filicre,
Je rotor est chauff¢ par un courant d’air chaud dirige
vers son centre.

L'équipement de la machine est completé par
différents appareils de mesure qui permettent le
contrdle et I'étude du phénomeéne. Un manometre
permet, en indiquant la pression d’huile & Uentrée du
moteur, de calculer le couple résistant sur le rotor.
Une dynamo tachymeélrique montée sur l'arbre
du moteur hydraulique assure le controle précis de
la vitesse de rotation du rotor. Enfin, un dynamo-
meétre & jauge de contrainte, reli¢ & un galvanometre
enregistreur, permet de tracer la courbe des variations
de la force résultante sur le rotor. Cette mesure est
importante pour étudier le comportement des
différents matériaux et les conditions de travail.
Elle permet, en outre, d’avoir un ordre de grandeur
de la pression maximale au centre du rotor si 'on
connait la loi de repartition des pressions sur le
disque,

Une ¢étude, faite par Kozviiy, Prcnexkix et
SHELKOV, a montré¢ que la I‘nm(mu de repartition

est de la forme p = p. 1 l . 8l 'y a pas
d’écoulement. 2 : ?

e AR o

pe est la pression au centre du
exposant caracteéristique du matériau, comp
0.3 et 0.8 pour les polymeres courants,
Si 'on admet que U'éconlement ne perty
la repartition donuee, l'integration donne, dans
eas, 76 X 103 F < p. < 130 X 10*F, F
force résultante sur le rotor et l'unité g
centimetre carré. On constate que cette h
n'est pas parfaitement vérifice, elle permet
de donner un ordre de grandeur des pressions
en jeu.
Les mesures faites donnent p. = 10
maximum pour du polyéthyléne et 3 bars en
permanent.
La pression obtenue est done fonction de
de deformation du mateérian, Ceci met en évid
Uimportance des conditions d’alimentation,
elles determinent les variations de pression §
filicre, d'on des fluctuations de debit.
Actuellement, le debit de la machine
relativement faible.
A travers une filiere de 8 mm, le débit
10 g/mn avec du polystyréne. Cependant, ce
peut ¢tre augmente, si Pon augmente le rappe
diametre de la filidre au diametre de la partie
du rotor, le débit maximum pouvant étre
lorsque ce rapport est environ 0.7.
L'apport essentiel de c¢e nouveau
réside done dans Pameélioration du cha
polymere et de la plastification qui
homogénes. Dans la  conception de
nouvelles, destinées & la transformation, on ¥
ces avantages en les associant & un ensemble
en pression du polymere fondu.



PROBLEMES INSTRUMENTAUX EN RHEOLOGIE ©

par B. SHORTHOUSE

(SANGAMO CONTROLS, BOGNOR REGIS, GRANDE-BRETAGNE)

RESUME

\pres avoir rappelé le principe du rhéogonio-
¢ de Weissenberg, I'auteur énumére quelques-
es difficultés que peuvent présenter les mesures
sont, dailleurs, indépendantes de l'appareil
idere : turbulences, rupture et dégradation du
ileriau, par exemple. 11 donne des indications sur
¢ precision avee laquelle la position relative du
ne et du plan doit étre maintenue constante,
gre T'apparition des contraintes normales.

Fig. 1

Pu P P Pu Pa

Pz P22 Pss | — | pny P2

Pis P pa 0 0
Deux  exemples d'application  de  I'effet

\\'(-r\'.wnlwrg sont cit

: Thuile pour palier a joues
coniques et de I'encre pour stylo a bille.

PRINCIPE D'UN RHEOMETRE
A CONE ET PLAN

En  établissant le projet d'un dispositif de
mesure des propriétés rhéologiques d'un matériau,
on est tout d'aborg amené a faire et 3 Jjustifier
quelques hypotheses simplificatrices.

Dans l'\‘ rhéogoniomeétre de Weissenberg, nous
avons admis que neuf contraintes résultantes sont

(1) Communication au Groupe Frangais de Rhéologie, le

319

engendrées dans un matériau, lorsqu'il est soumis
A une déformation; ces neuf contraintes résultantes
peuvent étre exprimées par le tenseur de contrainte
bien connu. Pour réduire le nombre de mesures
nécessaires, nous avons tenté d'en éliminer certaines
grdce & des symétries et aussi en choisissant un mode
de déformation et un taux de déformation susceptibles
d’en ¢liminer d’autres.

La premiere réduction se fait en imposant,
par cylindres coaxiaux, une vitesse de cisaillement
uniforme & travers toute I'éprouvette, la seconde en

0 PuPan Pu 0
0 |—|py 0 0
Pss 0 0 0

appliquant I'hypothese, non prouvée & ce jour mais
raisonnablement admise, que les composantes py, et
Pys sont égales; ceci permet de réduire les neuf
composantes en une contrainte tangentielle et une
différence de contraintes normales, Il faut remarquer,
toutefois, qu'il s’agit la d’hypothéses qui peuvent
n'étre pas toujours valables, mais qui, jusqu's
jour, se sont réveles aisonnables,

La méthode utilisée consiste a appliquer un
mouvement rotatif & un cone placé en face d'un plan
fixe, de facon que le gradient de vit
a travers I'éprouvette. Le
devrait

sse soit uniforme
sommet du cone, qui
normalement juste toucher la plaque, est

19 juin 1967,



Fig. 2. — Schéma de Iappareil

DESCRIPTION DE L'APPAREIL
ET PERFECTIONNEMENT

En réalite, ¢'est la partie inféricure de la machine
qui est prévue pour engendrer ou une déformation
connue, ou une vitesse de déformation connue, ou
enfin, si nécess ire, une vitesse de déformation
programmée, la partie supérieure  de Pappareil
Servant & mesurer les contraintes qui en résultent.
La composante, de loin |a plus facile & mesurer, est
{a contrainte tangentielle Pai ¢est e couple tendant
a faire tourner la plaque supérieure, transmis a
travv'rs I'éprouvette depuis le cone inférieur cn
rolation, La plague est supportée radialement par
un rotor placé dans un coussinel & air assurant un
couple résiduel inférieur a 10 dynes-cm, et axialement
Par une barre de torsion. La torsion de cetle barre
Qermct a la plaque un mouvement de rolation de
Pordre de quelques milliradians; cefte déviation

tout couple résiduel de la
‘par contre, un probleme de
entre cone et plan. Le principe
2
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est mesurée grice & un capleur de déplaceme
type & transformateur linéaire. La rigidite
versale des différentes barres de torsion élant ¢
entre 10% dynes-cm/rad et 10" dynes-cm/rad el
mesure de la déviation se faisant avee trois ordpe
de grandeur, soit jusqu’a 10 milliradians, la contraiy
tangenticlle peut étre comprise entre 0,1 dyne/em?
10" dynes/em®. En utilisant une géométrie cone
plan, la vitesse de cisaillement dépend de Pang
el de la vitesse de rotation du cone; elle peut étre
comprise approximativement entre 10-% et 1043 g1
On obtient ainsi le domaine d’utilisation possible
de la figure 3.

La différence des contraintes normales (P11=Pay)
est inlégrée sur la surface cone el plan; elle est
mesurée par la force tendanl & séparer les deux
parties. Ille est comprise entre environ 10 dynes/em?
el 109 dynes/em?, ce qui correspond au domaine
de mesure de l'appareil en rotation pure.

Mais certains problemes praliques apparaissent <
lorsqu’on essaye de construire un appareil ayant des
possibilités aussi ¢tendues. Certaines parties du
domaine indiqué figure 3 ne sont pas ulilisables,
par suite d’effets ne dépendant plus seulement de la
qualité de Pappareil et de son montage. Dans le eas
de taux de cisaillement ¢levés el de faibles viscosités,
par exemple, la viscosité de 'eau mesurée avee une
geomélrie cone el plan sous un taux de 108 Ay

Viscosité en poises
'~

Régions douteuses

il bl T
10° 162 16" 1 10 03w
Vitesse de cisaillement en s’

3

Fig. 8

des couranls laires et des turbul di
forces centrifuges transmises par la partie tous
al'éprouvelte peuvent étre observes, Certains
ont ¢t¢ publiés récemment & ce sujet.




o aulre région tend égal QA
portements anormaux est celle qui correspond
vitesse de cisaillement et & une viscosité
wees. Dans cette région, ol apparaissent des
h nénes de rupture du matériau, énergie de
tion transmise & I'éprouvette provoque la
ion physique et, dans les cas extrémes,
> du milieu.

Les deux autres « coins » de la courbe englobant
> dutilisation sont soumis & des phénomeénes
tension superficielle, viscosité superficielle,
me residuel, ete.

n point important & considérer est la finition
du cone. Lorsqu’on essaye de discriminer
rences minimes dans la cission, une attention
iere doit etre portée a la fidélité du cone.
un cone véritable, avee des génératrices
et une parfaite symétrie par rapport a I'axe
ion. Ce dernier doit étre parfaitement normal
et, de plus, il est nécessaire d'obtenir une
concentricité du cone et du plan, qui,
ns tous les cas, peut étre considéré comme un
ne d’angle au sommet nul. Pour pouvoir obtenir

mesures reproductibles, les positions relatives
¢ et du plan doivent étre maintenues dans des
ites extrémement serrées, de 'ordre du dixieme
micron ou moins; ceci est trés important et sera
wee plus de détails lors de la discussion au
de la contrainte normale.

Or, a partir du moment o une déformation
1we peul étre imposée & un matériau et ou les

ces résultantes sont mesurées, il est intéressant
de ne pas étre limité & un seul type de géométrie
Uessal. Le come et le plan peuvent étre remplacés
par des systémes a plans paralléles, a cylindres
coaxiaux, a hémisphéres concentriques, ou par une
geométrie du type Mooney; le choix du systéme
depend des résultats particuliers recherchés aussi
bien que de la nature du matériau a essayer.

En ce qui concerne la mesure de la différence
des contraintes normales intégrées, il est possible
de tracer, de facon similaire, la courbe englobant
le domaine d’utilisation. Celle-ci est donnée figure 4.

Si on considére les limitations, il faut d’abord
regarder vers les faibles vi ités et les diff
de contraintes normales élevées, un exemple typique
étant les savons métalliques en solution non aqueuse.
Aucune difficulté n’est généralement rencontrée avec
ce type d’essais, les énergies emmagasinées ou
¢lastiques étant élevées et la viscosité basse, le
matériau flue facilement, Péquilibre des forces

ainmea

s'é¢tablit rapidement et
rapides. Méme avee q
problémes sont general,
expérimentalement. En
et des viscosités faibles, |

les mesures peuvent étre
€S viscosités élevées, ces
lement faciles & résoudre
travaillant avec des forces
les barres de torsi v

&tre trés sensibles, done peu mbustloe:m:i:;“;::t
le ressort antagoniste & la force normale. Dans ce
ca}s, la régularite de la rotation, les bruits et les
fréquences naturelles posent des problémes ardus.
Il peut y étre remedié en rendant le mouvement
relatif du cone et du plan trés petit, juste suffisant,
en fait, pour que la mesure devienne sensée et
réalisable. On est ainsi limité entre quelques
centitmes et quelques dixiémes de microns, jamais
plus du micron. Malheureusement, dans le cas
deffets du second ordre, les régions les plus intéres-

s
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Fig. 4

santes sont souvent celles correspondant & une faible
force normale et & une viscosité élevée. Il s'agit la
de termes relatifs, dépendant plus des propertions
que des valeurs absolues. Le systeme cone et plan
s'écartera légérement pour équilibrer la différence
de force résultante; il s'ensuit un mouvement du
matériau vers le centre de I'ensemble cone et phn.
On obtient ainsi uniquement une valeur en regime
permanent, et non la vitesse d’augmentation et. de
diminution de la force normale. Ces informations
sont nécessaires lorsqu'on considére a la fois la
relaxation de la contrainte ou la recouvrance de la
déformation et les temps de retard ou de relaxa-
tion.

1l est alors intéressant d'aveir un serve-
mécanisme permettant au plan de se m
mais agissant aussi sur la position du cdne.
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Conditions

Température constante
Forces d'inertie négligeables
Alignement parfait

Cas idéal d'un lubrifiont visco-élas-

tique dans un entrefer plan-céne &
gronde vitesse de cisaillement.

3Py
Py~ P,,= P~ Pz —— = Gy2
17 Tag® T AN S 0
Py =me =0y,
Pl Be = 80
o G = module de cisaillement

Yo = déformation recouvrable
7 = viscosité apparente

& = vitesse de cisaillement



ort au plan, de maniére que leur distance soit
enue constante. Ce servomecanisme est indis-
ble pour les mesures dans un domaine ayant
1o grande importance pratique, Le pml\ii\nu‘
smplique encore du fait de la néeessite d'exéeuter
rehes rheologiques dans une gamme de
wres allant de 100 C a 1000 C, ce qui
tre obtenu en entourant 'ensemble
ot plaque d'une enceinte isotherme avee, si
un gaz inerte.

meipe,

1t ceci, naturellement, n'est valable que pour
ssais en rotation continue qui, de part leur
deforment Ie materiau d*une facon anisotrope
t des structures differentes dans le systéme,
sant Tentropie et augmentant 'énergie libre
werable ety en ee qui concerne le rhéologue,
wente e comportement  élastique.  Idéalement,

1 serail mteresse par les conditions de 'état initial
naterian, avant que celui-ci n'ait ¢t¢ soumis a la
fistorsion due 4 la déformation. Une méthode,
wour obtenir ceei, est de faire osciller le cone par
rapport au plan, de preference dans une large gamme
frequences et d'amplitudes.  L'appareil actuel

et ces essais entre 100 Hz et 10-* Hz pour des
litudes de a4+ 50 milliradians, La valeur
¢ lessai d'un malérinu sous une amplitude de
0 millivadians, pour une fréquence de 10-* Haz,
peut  étre  discutable, mais il est certainement
mteressant de soumettre un mateériau & des fréquences
mtermediaires  ou  supéricures dans une gamme
moderee d'amplitudes. En premicre approximation,
mpent dire quune oscillation de faible amplitude
dans une large gamme de frequence fournit souvent
les resultats les plus significatif:

EXEMPLES PRATIQUES

Les  proprietés  ainsi
signification pratiqu

mesur onl une
la figure 5 montre le gradient
de la pression dans différents roulements, tournant
avee des lubrifiants visqueux et visco-clastiques.
Fn general, les huiles de lubrification modernes ont
des caractéristiques  non-newloniennes.  Comme
exemple, la figure 6 montre le gradient de pr n
dans un palier 3 flasques coniques pour différents
angles du cone, La pression en P est maximum pour
un angle du cone de 2,50 el correspond & un équilibre
entre la contrainte de cisaillement dans la partic

conique et la chute de pression dans le canal d'amence
de T'huile,

353 —

Les avantages de ce type de palier sont ¢

@) e palier est auto-amorcant;

b) le systeme de circulation
I'huile favorise le refroidissement ;

automatique de

) le palier peut étre auto-nettoyant el filtrant,
tous les débris ¢tant retenus par le systéme filtrant,
@) Thuile ne stationne qu'un temps trés court

dans le champ de fort cisaillement et de haute
temperature;

o

.

Pression en P(dynes/cm?x10%)
N e

0 o o 0 0

1
\
|
|
6

. g6 uEe

3 A
Angle du c6ne (degres)
Bouchon,

Canal @ huile Filtre~ Angle du cone

~1 Diameétre|
254mm

Fig. 6. Pression centrale dans un roulement de Weissenbergg

en fonction de Pangle du edne

¢) & grande vilesse de rotation, les proprict
visco-clastiques amcliorent 'auto-centrage du palier.

Ces facteurs permettent d'espérer une durce de
vie bien supéricure & celle d'un tourillon simple.

Un autre exemple est donné par les proprictes
co-clastiques de certaines encres pour stylos &
billes el la figure 7 montre la viscosilé sous mou-
vement  tournant  simple de deux encres, Le
comportement de 'une des encres est sensiblement

newlonien dans une grande gamme de vitesse de

vis




Tautre est nettement non-
(tions d'un type d’encre pour
équilibre entre plusieurs
s. L’encre doit posséder

i

g
S

Viscosité apparente(poises)
3
8

4000

3000}

Vitesse de cisaillement (s-7)

Fig. 7. — Encres pour stylo a bille (rotation continue)

des propriétés rhéologiques connues dans une grande
gamme de vitesse de cisaillement; par exemple,
lorsque la vitesse superficielle de Ia bille sur le papier
est grande, la vitesse de cisaillement entre papier
el bille peut étre de 10~ 4 106 s=1, alors qu’au repos
elle est zéro. Lorsque la bille se déplace sur la surface
du papier, elle tourne dans son logement et la vitesse
de distorsion entre la bille et son siége est du méme
ordre de grandeur. La viscosite tangentielle devra
étre maintenue faible de fagon que I'encre coule
du réservoir dans Pintervalle entre la bille et son
logement et, de 1a, sur le papier. Si elle est trop
faible, I'encre ne supportera pas la pression exercée
en écrivant et la bille s'appliquera au fond de son
longement, inlerrnmpanL I'admission d’encre. Par
ailleurs, si I'encre posséde une faible viscosité a

faible vitesse de distorsion, elle coulera du réservoir
de la plume, lorsque celle-ci n’est pas utilisée. Si une
contrainte normale suffisante pouvant étre considérée &
comme lensio-¢lasticite, peul étre obtenue dans
I'encre, celle-ci sera entrainée dans lintervalle
bille-siege et autour de la bille par les forces P11-Pass
assurant ainsi un ¢écoulement continu sur le papier.,
Lorsque la plume cesse d’cerire et que la vitesse de
distorsion s’annule, I'encre doil alors avoir une
viscosité élevée pour résoudre le probleme des fuites
d’encre. Mais il est fondamental de connaitre
également les propriétés rhéologiques de encre avant
qu'elle n’arrive directement dans lintervalle de
cisaillement compris entre la bille et son siege.
Dans ce cas, il est nécessaire de mesurer I'élat
ou les propriétés initiales de 'encre, avant qu’elle

7000,

6000

5000

4000
2\

3000 - 1IN '

Viscosité (poises)

2000 430158 A\

1000

8 LI

1072 0! i
Fréquence (Hz)

Fig. 8. — Incres pour stylo & bille (oscillations)

ne soil soumise aux contraintes de cisaillem
élevées. La figure 8 montre ces proprictés.
I’état initial, mesurées par la méthode des
lations.
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