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AVANT-PROPOS

On sait que les questions de physique peuvent étre abordées, soit par 'analyse
des relations entre les grandeurs ¢lémentaires qui décrivent les phénoménes, soit par
Pétude des échanges d’énergie. La seconde approche est plus délicate que la premiere,
mais elle apporte des renseignements plus complets et fournit des énoncés synthétiques.

Jusqu'ici la rhéologie s’est développée suivant la premiére voie, a part quelques

isolées. Il nous a semblé qu’il était actuellement souhaitable de rassembler

tentatives
ces tentatives et de développer les aspects énergétiques en rhéologie. Tel fut le but du
colloque du 17 mai 1966, dont le présent Cahier réunit les exposés. Les contributions
de nos collégues anglais et portugais donnérent a cette journée une aurcole internationale;

nous les en remercions.

Les trois premieres conférences, consacrées aux corps visco-élastiques, se com-

pletent et forment un tout. Quelques mots d’introduction sont utiles.

On sait que l'application de la thermodynamique aux corps déformables se
heurte a une grave difficulté : sauf dans quelques cas trés simples, I'état thermodynamique
d'un élément de matiére déformable n’est pas complétement défini par sa déformation
(a partir d’'une certaine configuration initiale) et sa température. Deux points de vue
peuvent alors étre adoptés. Le premier consiste a admettre I'existence de paramétres
cachés dont la donnée, en plus de celle des parametres observables, est nécessaire pour
définir I'état. Le second, plus général, consiste a définir I'état par les valeurs actuelles

des paramétres observables et par leur histoire antérieure. Les deux premiéres conférences
développent les conséquences thermodynamiques de I’hypothése des paramétres cachés.
La troisitme dégage les conséquences, évidemment moins précises, d’une définition
héréditaire de I'état.

J. MANDEL,

Président
-angais de Rhéologie

du Groupe
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LES METHODES MODERNES
D’EXPRESSION DE LA THERMODYNAMIQUE
APPLIQUEES A LA REPRESENTATION
DES SYSTEMES VISCO-ELASTIQUES ()

T et R. BUVET

par J. C. ROBIN

RESUME

L'expression des lois de 1'équilibre thermo-
dynamique peut étre présentée sous une forme
matricielle qui lie les déplacements, au sens généralisé
de la thermodynamique, aux forces. Les éléments
de la matrice qui fait correspondre le vecteur force
au vecteur déplacement, sont les dérivées secondes
de I'énergie libre par rapport aux forces thermo-
dynamiques appliquées au systéme.

Cette représentation est appliquée aux systémes
élastiques puis visco-élastiques grace 4 I'intervention
de variables internes.

On a pu montrer, grace a l'utilisation de cette
représentation associée & certaines hypotheses
concernant les variables internes, des relations entre
les termes transitoires caractéristiques des phéno-
meénes visco-élastiques et, en particulier, des
phénomenes liés 4 la transition vitreuse des matériaux
amorphes. tat actuel des recherches est toutefois
encore insuffisant pour permettre de confirmer les
hypothéses qui ont été faites quant aux variables
internes.

INTRODUCTION

Les méthodes modernes d’expression de la
thermodynamique, dont les ba ont été pos
par Gigss [1] et quiont été développées en particulier
par Tisza et CaLLex [2], permettent de résoudre
de nombreux problemes d’une facon  plus

(*) Conférence
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systématique que les méthodes classiques de calcul
thermodynamique. De plus, la généralisation des
résultats exprimés s’y trouve beaucoup plus aisée,
en raison de la forme mathématique compacte de
I'expression des lois physiques et du caractere
systématique des raisonnements utilisés. Ces
méthodes peuvent étre appliquées a Iétude du
comportement de tous les systémes soumis a des
forces et subissant des déformations. Nous avons
donc envisagé de les appliquer a la représentation
du comportement visco-¢lastique et en particulier
4 l'ensemble des phénoménes qui sont réunis a
I'heure actuelle sous le nom de phénomenes de
transition vitreuse.

Certains des résultats que nous exposerons ont
déja été exprimés a I'aide des méthodes classiques du
calcul thermodynamique (PriGoGINE et DEFAY [3])
et ont permis certaines interprétations de la transition
vitreuse (Davies et Joxes [4]). Cependant, I'expres-
sion trés générale que nous en donnerons pourra
conduire & I’étude de problémes plus complexes.

Nous donnons d’abord un rappel rapide des
méthodes employées par CALLEN pour traiter des
conditions  d’équilibre  des  systémes physico-
chimiques, puis nous appliquerons ces méthodes
au cas simple du corps parfaitement élastique.

Nous introduirons ensuite la notion de variable
interne et nous I'appliquerons a I'é¢tude du compor-
tement d'un systéme visco-¢lastique ot les forces
thermodynamicques accessibles sont la température,
la pression et la contrainte de cisaillement.

1 Groupe Francais de Rhéologie, le 17 mai 1966.
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EXPRESSION DE GIBBS-CALLEN
DES CONDITIONS D’EQUILIBRE
DES SYSTEMES HOMOGENES

conditions d'équilibre Lhcrmudyna{nlquc
s'exprimer a partir d.p
ntale » (GiBas [1]), qui lie
s extensives nécessaires
odynamiquement le

Les
d'un systéme peuvent
I'équation dite « fondmrfu
I'énergie interne aux variable:
et suffisantes pour définir therm
systéme

B YN, Nk )
oit S, V... Ng sont les extensités.
fondamentale contient tous les

L’équation ;
renseignements thermodynamiques sur le systéme

a I'équilibre.
définition des forces thermo-

Compte tenu de I

dynamiques Xy = w/ les conditions thermo-
7 \C Nk/Nisxzk
dynamiques contenues dans I'équation fondamentale
peuvent s'exprimer sous la forme d’équations d’état
Xi = Xi (S, V. Ny...). I est possible de définir autant
d’équations d’état que d’extensités et leur ensemble
est équivalent a I'équation fondamentale. Les formes
différentielles de ces équations d’état peuvent étre
rassemblées sous une forme matricielle qui fait corres-
pondre au vecteur déplacement [dS, dV, ... dN;...]

le vecteur force [dT, d (— P)... dju;...]
dar ds
d(—P) av

d p; dNy_|

Les tgrmes de la matrice de correspondance dite
« matrice des modules » sont :

(e Xay
)
\9 Ni/Nizp

Draprés la définition des forces X on a :

2X; 2u
ONy ~ GN;oN, T

Cette matrice est
secondes de I'énergie
Vvariables extensives:
symétrique, ;

.dnnc formée de dérivees
Interne par rapport aux
en tant que telle, elle est

Le se inci
i ct(::‘(: (prmupg flc la thermodynamiquo,
B que ['m'nmpc de stabilité, entraine
trés genérale de cette matrice des
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modules : la matrice formée des Uy a, p
état d’équilibre, un déterminant et des
principaux positifs différents de zéro.

Cette condition matricielle exprime e‘
que la forme quadratique

1

U

Y Ut dN; dNK
ik

est définie positive, c’est-d-dire que I'énergie j
est minimale a I'équilibre & entropie constante [2
Les conditions que nous venons d’e
montrent qu’il est possible d’inverser partiel
ou totalement la matrice par rapport a cej
forces; les nouveaux éléments de la matrice
formée sont les dérivées secondes, par Tapport
termes du nouveau vecteur, du potentiel th
dynamique ¢, transformé de LEGENDRE de I'é
interne U par rapport aux forces inversées X, &
¢ = U—3 X, Ne.
Soit, par exemple, l'inversion par rapp
T et (— P), on a, aprés inversion :

S dT
dV | = [Gi] | d(—P)
d u; ANy

ot les Gy sont les dérivées secondes de I'éne;
de GiBes G, transformée de I'énergie interne |
rapport a T et (— P).

La matrice transformée et les transfo!
LEGENDRE gardent les propriétés de la
fondamentale et de I'énergie interne, I'entr
le volume étant remplacés par les variables inf
par rapport auxquelles la transformatio:
effectuée, soit ici T et — P2 :

APPLICATION AUX CORPS
PARFAITEMENT ELASTIQUES !

Qonsidémns un systéme auquel on ap
certain nombre de forces, que nous limite
la simplicité de P'exposition, & une contrainl
slatique de pression P, une contrainte de cis
L el une variation de température ‘
déformations ou déplacements correspon
systéme de contraintes seronl : une



volume @V, une déformation de cisaillement d y

et une variation d’entropie dS.
ager sont celles que

Les seules variables & envi
t, par conséquent, I'équation

nous venons de citer e
systéme peut s'écrire sous la

de comportement du
forme matricielle transformée de la forme fonda-

mentale :
s ar
dav [Gad | d—P
dy do
ave¢c G=U—TS + PV-—ocr.

G est une forme particuliere de I'énergie libre
de Gisss o le terme o y intervient, car on considere
ici les forces de cisaillement, ce qui n'est pas classique
en thermodynamique.
des

matrice des Gy est dite « matrice

complaisances » car elle fait correspondre le vecteur

des déplacements au vecteur des forces.
On a
G &G
Tk e mee
L 2 Xi 0 Xg
ol X; et Xy sont des forces, éléments du vecteur
force.

On a:

Gy

ol Cp, est la chaleur spécifique;

S s G )
Gyp = Gy, = 2T 2 (—P) fiy

ient de dilatation thermique;

ol x, est le coeffi

G 3G N
i 0 o e ey Bro complaisance

de compressibilite.

De la méme facon on a :

Cag = Jre, complaisance de cisaillement,
A % () aS dy
gy = Ot = (‘r AR A T :;
v 5
(s e ety A R QN L I T
it b G e o d e it

Ce dernier coefficient est nul par définition
méme du cisaillement et de la déformation isochore.

La forme développée de la matrice des

complaisances est la suivante :

ds Cod TN siGalil e
dv Vg Bro 0 d—P|.
dy Gg 0 Jaw dao

Cette équation représente le comportement d'un
matériau parfaitement ¢lastique soumis a un systéme
de contraintes mécaniques et thermiques.

3 APPLICATION
AUX CORPS VISCO-ELASTIQUES

I’extension aux corps visco-¢lastiques, de
I'équation que nous venons de présenter, est possible
A condition d’introduire une ou plusieurs variables
qui rendent compte de I'évolution du systéeme. Ces
variables sont appelées : les variables internes.

Nous préciserons donc d’abord la notion de
variable interne, avant de I'introduire dans le systéeme
d’équations thermodynamiques qui représente le
corps visco-¢lastique.

3,1 Variables internes.

Les variables internes sont par définition des
variables cachées, dont la mesure est inaccessible a
I'observateur, car leur extensité n’est pas échangeable
avec le milieu extérieur.

Par exemple

L la position du

Dans un modéle de Maxwe
point de jonction entre le ressort et I'amortisseur
est une variable interne, car elle n'est pas connue

—nrnnanna] |-

Dans un modele de MAXWELL généralisé il y a
autant de variables internes que d’éléments simples.

a priori.



Les variables internes peuvent étre des \':ll'!i,\])]l‘:\
s peuvent étre lides a

de structure, en ce sens qu'ell
P'état moléeulaire du systéme; par exemple luA\ulunu
libre, de la théorie de ce nom, est une variable de
structure. .

Dans un milieu ou peuvent se produire

transformations chimiques, sans échange de matiere
internes seront des

des

avee lextérieur, les variables d
variables chimiques; par exemple dans un élastomere
en cours de réticulation, le taux de doubles liaisons
ayant réagi est une variable chimique.

on entre variables de

En réalité la distin
structure ou variables chimiques ou toute autre forme
de variable interne, n'a pas d’importance en ce
r nous nous imposons de

qui nous concerne, c
considérer le milieu étudié comme une « black box»
& lintérieur de laquelle on ignore ce qui se passe el
ol les seules variables accessibles sont thermiques
el mécaniques. C'est-a-dire que nous savons seule-
ment mesurer des forces mécaniques, des pressions
ou des tempcratures et seulement imposer des
déformations mécaniques, tout ce qui se passe a
Fintérieur de la « black box » étant représenté par
une ou plusieurs variables internes. L existence
de ces variables internes est mise en évidence, soit
par I'apparition de phénomenes cinétiques portant
sur les variables observables (par exemple une
relaxation de contrainte), soit par des considérations
portant sur les bilans énergétiques des transfor-
mations imposées au systéme.

Les formes dénergie résultant de I'existence
des variables internes doivent ¢tre introduites dans
Iéquation fondamentale de Grss sous la forme
du produit d'une force par un déplacement :

pi - dN;  ou N; est la variable interne.
force  déplacement

AIl pelvxt ¢tre nécessaire d’introduire plusicurs
\]arlahles internes et I'équation de Ginps devient
alors :

dU =

TdS—Pdy 4 ady + E i * dN;.
i

L'exi S o o ;
A vexlstcnu. de ces variables internes est done
Posée par le premier principe de la thermo-
dynamique.

3.2 Systémes a une variable interne de structure.

aré{ud?dno?s.?ommcs limités, en premier lieu,
visco.é]ast'es syslemes.dans lesquels les phénoménes
lques pouvaient étre représentés par une
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seule variable interne. Celte variable
introduite sous la forme d'un degré d'ava
d'une réaction chimique ou physique ayant
sein du systéme entre des espeéces non échan
avece extérieur, soit . Celle représentation, con
aux méthodes d’étude de DE DONDER des sy
fermés [5], introduit la force conjuguée ay
d’avancement qui est Paffinite A,

L’équation fondamentale du systéme de
done :

U=TS—PV4oy+AE

la matrice des modules. On a, en particulier,

inversant par rapport a T, P eticss
—dS A
(1) I ii: l = [Gix] 3 (;GP)
dA_| dt
Avec :
Gyy = (i;i” &5

On peut aussi avoir en inversant Lol
la matrice des modules :

dS= g
dv d(—P)
2 = [y
@ dy [tad do
Ghiz 65 AR

ot U esl un nouveau potentiel thermodynai

G
Uy ==,
Wy = Uy = Vo
U pa == VBN

Ces deux ¢quations representent, Pune
le comportement du systeme lorsqu'il
a des contraintes ou a des déformations,
presentent un interdt  différent  selon
formations envisagées.




Imaginons, par exemple, une expérience on I'on
applique rapidement a linstant 0 une contrainte
de pression ou de cisaillement, suffisamment petite
toutefois pour que I'on reste dans le domaine linéaire
(que nous définirons ici par la validité des équations
ci-dessus). On observe ensuite le comportement du
systéme en fonction du temps.

Dans ces conditions expérimentales, qui sont
celles d'une relaxation, nous nous limiterons a
I'observation de deux états particuliers du systeme,
état & linstant 0 -, auquel le phénoméne de
relaxation n’est pas encore commencé, et celui, a
temps infini, out il est terminé.

A Tlinstant 0 4+ ¢ la variable
commande la cinétique de la relaxation, n’a pas
encore eu le temps d’évoluer et par conséquent
d £ = 0 dans les équations matricielles.

Si I'on considére la relation (1), on voit que
I'équation générale se rameéne 4 une correspondance
oit les termes du vecteur des déplacements instantanés
ot ceux de la matrice sont a degré d’avancement

interne, qui

constant
—dS” =il
dv s d(—P)
dy = [Gals do
_dA_1: 0

D’autre part, 4 la fin de I'évolution, le degré
d’avancement de la transformation a évolué de telle
facon que le systéme soit de nouveau a I'équilibre
en ce qui concerne la variable interne; donc affinité
est nulle,

Si T'on considére la relation (2) dans laquelle
on fait dA = 0 on voit que les termes du vecteur des
déplacements retardés et les termes de la matrice
sont a affinité nulle :

ds dr

dv d(—P
« Uty b o

A% _Jao 0

l}’aisons maintenant apparaitre le vecteur qui
!-epljese_ntc la variation des déformations depuis I'état
initial jusqu’a I'état final, soit :

AS s as
AV av av
Ay § T | day dy
Az 0 Z dE a0

Il peut s'exprimer en faisant la différence
entre état instantané et état final : 3

AS A0
, AV A0
3) = [
Ay el o,
AE AA

Cette relation montre que les termes du vecteur
des déformations sont des fonctions d’un vecteur
4 une dimension; donc ils ne sont pas indépendants
et en particulier le déterminant de la matrice liant

EAS a dar
AV d(—P)
o Lo

est nul ainsi que tous ses mineurs principaux.
Donc en exprimant cette relation :

A " Cpa—Cez V (0a—az) W s
AV | =] V(ea—az) V(Bra—Brz) — d(-P)
Ay : Jaa—Jrz 1L do

il est possible d’obtenir un certain nombre de
relations et en particulier

ACp-ABr=V (Aaxy.

Avec
ACe e Cea - Gez,
AB: = BVER i Bz,
Aa = Ta — az.
Cette relation a déja été démontrée par

PRIGOGINE et DEFAY par les méthodes usuelles de
calcul thermodynamique, mais ces méthodes ne
permettent pas de traiter de cas plus complexes et,
en particulier, de démontrer toutes les relations que
nous pouvons mettre en évidence.

De telles expressions définissent un certain
nombre de relations entre les amplitudes d’évolution,
entre état de déformation instantané et état d’équi-
libre. La cinétique elle-méme de la relaxation a été
étudiée par STAVERMAN et SCHWARZL [6] qui ont
introduit I'hypothése classique en thermodynamique
des systemes irréversibles de la proportionnalité
de la vitesse de déplacement 2 la force. Ces auteurs
ont montré que cette hypothése était équivalente au
principe de Borrzyany et conduisait aux mémes
expressions que la théorie de la visco-élasticité



e correspondant &
ire, chaque variable interne corres|
linéaire, cha ar
un temps de relaxation. e
1l est possible ici, sans faire la mmnri o
d N ]'Il (:in(‘[i(]llt‘ du phénomene, de
uand a la u P
quelques résultats intéressants. .
4 (3) établie non plus
ané et état final, mais
de temps

En reprenant I'équation
maintenant entre ¢tat !ns(m-xt <
entre deux états séparés par un 1

dt on peut écrire

St 0
- 0
e ;
y dt 3

3 ¢ Adl
gdt

S 0
v

= [Ua]
A

s

Par conséquent, toutes les vitesses d’évolution des
extensités du systéme sont proportionnelles & chaque
instant A la vitesse d'évolution de Iaffinite de la
variable interne. Les cinétiques de toutes les variables
sont donc identiques. Ce résultat est lié & I'existence
d'une variable de structure unique, mais I'évolution
de cette variable peut dépendre d'un temps de
relaxation unique, d'un spectre de temps de relaxation
ou répondre & toute autre cinétique. Cette variable
est donc différente de celles utilisées par Stav
et ScuwarzL. Cette différence tient au fait
lhermodynamique classique (que nous avons u
est plus générale dans 'expression de
que la thermodynamique irr¢
relation linéaire non  seule;
et les déplacements, mais au
vitesses de déplacement,

ERMAN
que la
tilisée)
ses parameétres,
versible qui impose une
ment entre les forces
ssi entre les forces et les

3,3 Systémes a 7t variables internes.

Les relations (1), (2)et (3) que nous

: : avons éerites
une variable interne peuvent

étre  généra-

pour
lisées,
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La relation (3), par exemple, devie

La matrice des ‘W peut étre séparée |

sous-matrices.

Dy Ban

[Ag] nintervient pas dans la relation (:
¢léments correspondant du vecteur des forces

[Ban] fait correspondre les exten
variables internes A Z; aux forces A Aj; ce e
est symétrique et peut étre diagonalisée par t
judicieux de variables internes indépendan
que l'ont montré STAVERMAN et SCHWAR

[Csn] fait correspondre les déplace me
variables accessibles aux forces relatives aux y
internes. Cette matrice est a priori quelco
[Dns] est sa transposée.

La relation matricielle générale ne p
de démontrer les expressions que nous aviol
avec une seule variable interne. En effet

A S
AV ]| =G
Ay B

dépend maintenant de n variables

raisonnement que nous avions fait pour u
n'est done plus possible dans le cas
Une forme particuliére de la

permel toutefois de se ramener & un
variable,




S lew lignes de lnomatrice Cgyomont propor
tonnelles terme a terme, ¢entdeadive s

by Cyy = By (€ & Coy = 0y
& By Cig on Ry Cog o by Cyy » 115, 0l
on peal eerire
A A
ki AS ky Gy Ky G
kAY ky Cyy kg Cun A Ay
ky A ¥ K G ke Can T
soil
A A,
kAS Wy Qin
ky AV Uy g an A Ay
ky A § (TR iy Kk

Ceet revient a

A\ S 1/k,

AV ke | [a11 & Ay + 198 Ag 4 |ty A Ayl
Ay 1/k,

Nous sommes done ramenes & un systéme & une
variable interne unique, combinaison lnénire des

avartables internes, le raisonnement du paragraphe
32 el & nouvenn possible et Tes mémes relations
peuvent ¢tre demontrées,

Cette combinaison linéaire des 11 varinbles peul
representer un spectre diseret de Lemps de relaxntion

el apparail ningi QUE @ moing en ce (ui concerne

slemes

I'clude thermodynamique classique  de

visco-Clastiques, une variable interne avoir

une cinétique d'évolution plug complexe qu'un temps
de relaxation e,

peal

1 APPLICATION AUX PHENOMENES
DE TRANSITION VITREUSE

Les differents phénomenes lies 4 In
vitreuse, en particulier Jog phénoménes de dilatation
thermique retardée, I vigeo Clasticite de
I visco-Clasticite (e

transition

cisaillement,
volume, les effely thermiques
retardés, sont réuniy parun formaligme unicue dang
les expressions que nous venons e développer,
les relations misey en evidence sont lices
A Vexistence d'une variable interne unigue dont 1
cnétique d'évolution peat toutefois ére
Geel correspondrait

Toutefols,

quelcondgue

done, au niveny moléculnire,

Ao mecaninme unigue do relnsntion valable pour
fous les phénomenes éw 4 In teansition Vitreuse,

A partic de Petat netuel des connuissnnees, los
traviux qui seradent nécessnires pour verfier une
lelle hypothése  consisternient  done § examiner
systematiquement  sur le  plan experimental  Jes
porallchismes qu'il seral possible de mettre on
ovidence tous les comportements physigues
retnrdes Hés b 1o transition vitreuse, assl bien en co
qui concerne Fnmplitude totale de Féevoliution, que ln
cineligue des regimes ransitolres correspondants,
Clonl & partie de tels éléments quiil werail nlors
possible de developper un rabsonnement fquantitutif
appuye s des bhases solides,

enlre

Ui tel objectit est netuelloment sif e hien au-deln
denos possibilités, puisgue les éléments dont nous
quant i quelgques-ung dew
comportements retardés envisngeablos, sont encore
Lrop partiels trop  dispersés,  Nous
senlement espérer que le sehiémn deseriphif que nous
venons d'établir pourra servie de guide & de fulures
experimentations,

dinposons senlement

el pouvons

Lo conelusion, 1n théorie phenomenologique
presentons donne une imnge (qualitative
de Pensemble des comportements viseo

(e nous
colicrente
Clastiques relnrdés,

Un tel développement fail en méme temps
Pextréme  diversite Oludes
mentales qui seraient nécessnires pour développer

apparaitre dew expir
s cette base une discussion quantitative,

Nous espérons cependant que In discussion qui
precede permettra d'engager et de mener 4 bien los

Cludes  nécessaires 4 I'établissement  d'une  vue
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APPLICATION DE LA THERMODYNAMIQUE

AUX SYSTEMES VI

SCO-ELASTIQUES LINEAIRES A PARAMETRES CACHES (*)

par J. MANDEL

PROFESSEUR A L'ECOLE POLYTECH

RESUME

I'état thermodynamique d’un

En admettant que un
defini

systéme thermo-viscoélastique linéaire est
[;:nr k variables observables et un certain n.oml)rc de
variables cachées, on montre que les principes de la
thermodynamique et le principe d'()xsxt‘..l«‘.n.
impliquent la symétrie et le caractére positif
des matrices de retard et de relaxation et per-
mettent d’en donner une représentation spectrale
dont précise les propriétés. Du méme coup
se trouvent justifices, pour k , les mnotions
classiques de spectres de retard et de relaxa-
tion et la représentation par les modeles rhéolo-
giques. Pour illustrer la théorie, on discute un
exemple simple dans lequel la ou les variables
cachées sont 'entropie, ou le degré d’avancement
d’une reéaction, ou deux.

on

les

1 INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de montrer que, lors-
qu'on adopte I'hypothése des paramétres cachés, la
thermodynamique fournit des précisions sur les fonc-
tions de retard ou de relaxation qui interviennent
(lar‘\s la théorie de la visco-¢lasticité linéaire. En parti-
culier, elle justifie et elle généralise les notions de
spectre de retard et de spectre de relaxation.

Aprés un rappel des fondements de la théorie
de la visco-élasticité linéaire, nous préciserons les
h?'pu\hesvs de la théorie thermodynamique. Nous
discuterons ensuite un exemple. Nous terminerons
par I'exposé de la théorie générale (). »

(1) Cet exposé sappuie
yi, a6t exposé s'appuie sur les travaux de J. Merxser e
N Bror en les complétant sur certains points (extensi b
arlations de températures, relations (4,7), (5,20)] e

*) C

nication au G 7 i
n au Groupe Frangais de Rhéologie, le
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2 RAPPELS DE VISCO-ELASTICITE LINEAIRE

Nous distinguerons deux catégories de variables :
les variables d’extension g; (déplacement, rotation,
variation de volume, déformation, entropie, ete.)
et les variables intensives Q; (force, couple, pression,
contrainte, température, etc.). Une variation
d’énergie est de la forme Qi dg; (2) (®). Les variables Q;
peuvent renfermer plusieurs températures, si le
systeme est composé de plusieurs parties a tempé-
ratures différentes; les variables ¢; renfermeront
plusieurs entropies. Le corps ou systéme est supposé
au repos pour { < 0 (£ : temps). Dans cet état d’équi-
libre initial la température absolue de tout le systéme
est T, et les forces sont X, (on peut par exemple
supposer qu'elles se réduisent a une pression uni-
forme P,). Par ¢; et Q; nous désignerons les varialions
des variables a partir de cet état initial.

Supposons d’abord qu'il y ait une seule variable q
et une seule variable Q. Si, & partir de I'instant 0,
on impose un échelon unité : Q = H (1) (I (D) =10
pour ¢ < 0 et 1 pour ¢ > 0) de force (ou de variation
de température), le systéme prend un déplacement
(ou une variation d’entropie) défini par ¢ - f O,
fonction de retard (%). Pour une variation quel-
conque Q ({) pour { > 0 on en déduil :

@1 QO M) + \.:)/(1 S0 ()

On adopte dans toute la suite la convention de sommation
IN.

(3) Entre le champ électrique T et Iinduction électrique 1),
dans un milieu diélectrique, il existe une relation analogue a la
relation entre contrainte et déformation dans un milieu élastique.
De plus, ces deux vecteurs sont associés par leur produit scalaire
dans Vexpression de I'énergie électrostatique par unité de volume.
1l en résulte que la théorie que nous exposons s'applique aussi,
dans 1a mesure ou ils restent linéaires, aux phénoménes de retard
dans les diélectriques.

A EiN:

e

 (4) On suppose les effets d'inertie négligeables (ce qui est
toujours justifié pour un élément infiniment petit).

1966.



fo =»p \: S0 d

22) \
cette relation prend la forme
i =To .

Si, au contraire, on impose un échelon un‘iL(‘,
¢. la réaction du systeme est Q = r (1), fonction
¢ relaxation. Pour une variation ¢ (/) quelconque,
{ >0 on aura

* * *
Q=r(yg
la comparaison de (2.3) et (2,4) montre que :

(25) Foyr(p) — 1.

Supposons maintenant que r variables (O ot 0]
(0u g1 ... ;) puissent entrer en jeu.

Si T'on impose Q; = H (f), la variable ¢i suivra
une évolution définie par

i =

ij (1),

ietj variant de 1 4 r, les différentes fonctions fiy (&)
forment la matrice de retar,

Pour des variations quelconques des Q, on aura :

(2.6) i =Jy ® 4.

SiI'on impose qi
Les différentes fonctio
de relazation, p
on aura :

2,7)

= H (t), on obtient Qi = ry ().
s 1y (0) constituent la matrice
our des variations quelconques des q.

* * *
Qi = 13 (p) g

et la comparaison de (2,6) et

e (2,7) montre que les
matrices f ¢

*
L7 sont inverses,

= 182

et par application de la transformation de CARSON :

3 FONDEMENTS DE LA THEORIE
THERMODYNAMIQUE
Nous nous
suivantes :
a) stabilité de I'équilibre initial;
b) hypothése des variables cachées;
¢) principe d’ONSAGER.

appuierons sur les

Stabilité de 1’équilibre initial.

Soit U et S I'énergie interne et Pentropie
systeme complet. On sait que si la fon
U— T, S + P, V (V : volume) est minimale d
Pétat initial, I'équilibre dans cet état est stable
Cette condition, suffisante, est é¢galement néce
s'il n’y a pas de résistances analogues au frotten
solide, mais seulement des résistances qui s’ann
avec les vitesses, ce qui est le cas en
elasticité (1).

Pour exprimer cette condition, développ
la fonction U (g;) en série de TAYLOR au voisin
de I'état initial (g; = 0),

U (@) = Uo + U (q) + Us (g2) + 2%

Ur (g:) désignant les termes du premier
U, les termes du second degré.

En équilibre, Q; désignant les forces F o
températures absolues T, on a :

G,1)

oU

dU = Q; dg; a0

d’ou
et, par suite :
Us = Q0o 4 = To (S — Sp) — Py (Vo8

I en résulte que U Ty S + Py V coind
une constante prés avec U — U,. La stabili
I'équilibre initial exige donc que la forme q
tique U, soit non négative :

(3,2) 2Uy = aijqiqi = 0 e

Hypothése des variables cachées.

Nous admettons que I'état thermodynam
du corps peut étre défini par les valeurs actu

(1) Le minimum est s ans le cas d'un solide,

le cas dun liquide (Ia forme déquilibre d*un élément liqui
arbitraire),



d’un certain nombre de variables ¢;. Mais cc.s variables
ne sont pas toutes observables. Un certain nombre
d’entre elles sont des variables cachées.

Par exemple, pour le modele de la figure 1,
les variables définissant I'état (& température
donnée) sont les abscisses x, y des deux pistons
et I'abscisse ¢ de I'extrémité droite du modele.
Mais si le modeéle est placé a l'intérieur d’un carter
opaque, la seule variable observable est ¢. = et y
sont des variables cachées.

e
Q————9

e

Fig. 1

Les variables cachées peuvent étre des variables
physiques ou chimiques, par exemple le degré d’avan-
cement £ d’une réaction chimique en systéme ferme.

En fait, la distinction précédente est subjective
(une variable n’est cachée que parce que I'on ne
peut pas ou que 'on ne veut pas l'observer) et on
doit plutot parler de variables stimulées de I'extérieur
et de variables non stimulées, c’est-a-dire auxquelles
ne correspond aucun agent extérieur apportant.
de I'énergie utilisable. Dans le modéle de la figure 1
Supposons qu’on puisse exercer une force exté-
rieure X agissant sur le piston d’abscisse x. Le
travail des forces extérieures est alors X dz -+ Q dg.
La variable x sera une variable cachée si X = 0,
Cest-a-dire s'il n'y a pas de terme correspondant i
dz dans le travail des forces extérieures. Dans le
cas des entropies des différentes parties d'un systeme,
elles seront variables cachées, c’est-a-dire non
stimulées, lorsque  les températures des sources
extérieures avec lesquelles ces parties échangent
de la chaleur restent ¢gales & T,. On reviendra
sur ce point dans un instant.

Principe d’ONsacer.

I,o‘rsq‘u il 'y a équilibre, on a d’aprés (3,1) et
en se lrmnt.zm(, aux termes du premier degré en ¢;
(visco-élasticité lin¢aire)

(3,3) (o AT

I e

Qi désignant les variations des intensités A partir
de I'état initial (Qi = Q; — Qp).

Hors d’équilibre, la relation (3,3) cesse d’ctre
vraie lorsque Q; représente une action exférieure
au systeme.

@) Supposons qu'il s’agisse d’une variable
mécanique  extérieure (force, couple Puisque
la différence Qi — ajj q; s’annule, quels que soient
les gj, lorsque les vitesses ;],- sont nulles, on peut
en la développant par rapport aux 1'1,- et en ne rete-
nant que les termes du premier degré (théorie
linéaire) écrire (les by; étant des constantes) :

(3,4) Qi — aij qj = by qi.

b) Dans le cas des variations de température,
la relation (3,3) reste vraie pour les variations =
des températures des différentes parties du systéme.
Elle n’est pas valable pour les variations =, des
températures (extérieures) des sources avec lesquelles
les différentes parties du systéme échangent de la
chaleur.

Désignons par T, + < les températures des
différentes parties du systéme dans Ihypothése
d’un régime permanent d’écoulement de la chaleur
el pour les températures extérieures Ty + 7 (O)
(données a chaque instant #). =¥ est une fonction
linéaire des températures extérieures =, et nous
pouvons poser Q; = <f. Puisque la différence
- = s'annule lorsque les vitesses s; des entropies
sont nulles (régime permanent) et puisque =; = %Uﬁ

Si
on obtient ici encore des relations de la forme (3,4)
(au second membre desquelles ne figurent que les
dérivées des entropies).

Les résultats sont analogues dans le cas des
degrés d’avancement £ des réactions chimiques,
comme on le verra au paragraphe 4.

Ceci posé, le principe d’ONSAGER consiste a
admettre la symétrie de la matrice bij =

(3,5) bji = byj.
La forme quadratique
2550 == i ;].- (},-
¢gale, d’apres (3,4), a :

. - o dU
Qi qi — aij g qi = Qi qi - di
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il n" sversibilites
‘est, dans le cas ou il n'y a pas d'irréve ;
thermiques, la pun‘anw mécanique ou chimique
dissipée en chaleur =. Plus généralement :

<i) .\‘. T i

2D ==+ (=
.ﬁ vitesse de deégradation de P'énergie (vitesse d-.\
» d'entropic multiplice par T,) corres-
aux vitesses q cest-a-dire, pour ¢

e les irréversibilités thermiques, a
s de !empémum- égales a = i
@ = (). Dapres le deuxicme punupv de l\

ce qui
des

ique, cette vitesse de dégradation
négative 3
29 = bijqig > 0.

DISCUSSION D'UN EXEMPLE

ous allons maintenant sur un exemple simple
les équations (3.4), montrer que les
bles cachées doudes de viscosité rendent compte
'ﬁhoméne de relaxation, enfin faire apparaitre
propriétés essentielles des matrices de retard
de relaxation.
Considérons une tige que l'on soumet a une
n qui peut modifier son équilibre chimique

‘ou son équilibre thermique avee I'extérieur. La tige
_est homogéne et I'on suppose que son état reste
“homogeéne (tige parfaitement conductrice).

Les variables d'¢tat extensives sont « : dilatation,
€ : degré d'avancement de la réaction chimique,
S : variation d'entropie.

(1) Soit Kjj le coefficient de transmission de la chaleur de la
partie d'indice i ou de I'extérieur (i = 0), a la partie d'indice j.
et soit

R
$ = 2Ky — e

(sommation étendue a

ey ux différentes combinaisons des indices 2

les termes du deuxiéme ordre de la
dl"lpn;l:n de travail mécanique en chaleur et du fait que la tempé.
rature de la partie i est T, + = et non T,, on a :
. g e N
Tosi = —l\a;(:, %) -_-I(:;(:- )

12 seconde égalité résultant du fait que 3 sannule en régime per-
manent d'écoulement de Ia chaleur,

ot = Ky (zjr o
Par conséquent : ¢ o ) = 0.
3 1 3¢
5 ave;

o X e
TN 211(‘:.: Y.

Cette somme est done positive,

B

Les variables intensives associées
contrainte de traction, A\ : affinite de la
changée de signe, < : variation de tempéral
la tige. Les deux dernieres ne sont pas des a
extéricures. L'action extérieure chimique est j

I.'action thermique extérieure sera nulle
trois premiers cas envisages):
de

par contre,
Te # 0)

différente zéro

quatritme cas.

supposera

On pose

ag 8

4 vy

“,1) 2U; = ay + 2mmges
ag, Ee

a) La tige est isolée th q de I'extéri

Dans ce cas elle n'échange pas de chaleur
I'extérieur, de sorte que la variation d'entrop
est du second ordre si s, £ sont du premier ¢
(on a Ts AZ-=0). On la néglige dans v
théorie linéaire, d'ou s = 0. L’état est alors d

par s observable et & variable cachée. On a :
o U,y
< y
e
et par definition de laffinite :

o Uy

0%

La vitesse de reaction est fonction |
laffinit¢ et s'annule pour A = 0. Dans
theorie linéaire on posera : A — b & b éta
constante positive. D'ou les deux équations :

de

A & + A § = G,
Ay 8 + A & + b & =0,

deux ¢quations nous obtenons :

Q336 + b o = (ay, Ay — ahy) & + Dk
Uy ¢lant une forme non négative, les

coefficients ayy, a4y, ayya5 — aly sont non
et équation différentielle obtenue est celle
visco-clastique lincaire dit standard (ou de



L'image de la fonction de relaxation (module
opérationnel) est

;(” ayy Agg — Ais + bpay, % sy
/ ags + bp WS Gyt bp
d’ou
a
13 -y
r() = ay o (1 et
avec
gy
= >0
b

et 'on vérifie que 0 < r (o0) << r (0). D’autre part,

* 1!
(fp) = &
r(p)
d’ont
1 {9 o
r® Qe i « g )
avec

D = )y gy — i,
D

bayy

h) La tige échange de la chaleur avec l'extérieur,
qui reste 3 température constante. mais il n’y
a pas de réaction chimique.

L’¢état est défini par e, observable et s, variable
cachée (en effet <, = =0

Le flux de chaleur pénétrant dans la tige est
K =, d'ou :

Tys -K«
ou
; T
T ks, k==>0
K A
: oU, o U,
Puisque o = et = (/[ 2 on a les
deux équations : 5 -
e+ Uy S = o

gy € + Ugp S + ks = 0,

de la méme forme que celles du cas précedent,
auquel on se trouve ramené en remplacant £ par s.

c) La t.ige échange de la chaleur avec Pextérieur
qui reste & température constante et il ¥ a réac-
tion chimique.

test défini par ¢, observable et 8, Z variables
ées. On a ici les trois équations :

Uy € + U158 + a3 &
Uy & + Ugp § + gy % -
Ugr e+ Uz S + ag &

Utilisant la notation opérationnelle, nous rem-
placons s par ps, Z par p £, puis en éliminant les
variables cachées s, £ entre les trois équations, nous
obtenons :

e=0 pi(2) avec N (D Gt =
Ad(p) s gy + bp
d’otr :
#* N (p
oy ap? ¥y
(py =1 ds Uy + kp oy b
. AQ P) 21 22 P 23
T (p) = N (p) as a5 dgg + bp

N (p) et A (p) sont des polynomes du second degré.
On vérifie que leurs racines sont réelles négatives
en tenant compte du fait que la matrice a (pour N)
ou son inverse (pour A) sont non négatives. Chacune
des fonctions f (f) et r ({) est donc la somme d’une
constante et de deux exponentielles e~ d’argument
négatif (« > 0).

d) La tige échange de la chaleur avec l'extérieur
et il y a réaction chimique. Mais cette fois-ci
on fait varier la température extérieure.

La variable s est alors variable observable,
comme ¢, et il y a une seule variable cachée : Z.
On a trois équations qui, sous forme opérationnelle,

s’écrivent :

“4,2) ayp e+ Qs+ a & = o,

4,3) Ay € + (Aop + kp) s + Gga & = %e
(e = 7 + ks),

(4,4) Qg € + A3 S + (g3 + Op) & = 0.
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‘le cas ou il n'y a pas d’irréversibilités
es, la puissance mécanique ou chimique
e en chaleur =. Plus généralement :

2D —x+(xf —)si=x—=

vitesse de dégradation de I'énergie (vitesse de

n d'entropie multipliée par T,) corresT
nt aux vitesses é, c’est-a-dire, pour ce qui
e les irréversibilités thermiques, a des
de température égales a - ‘ o
(*). D’apres le deuxiéme principe de la

Ti

dynamique, cette vitesse de dégradation
négative :
29D = by qiq; > 0.

DISCUSSION D’UN EXEMPLE

Nous allons maintenant sur un exemple simple

iter les équations (3,4), montrer que les
iriables cachées douées de viscosité rendent compte
u phénoméne de relaxation, enfin faire apparaitre
propriétés essentielles des matrices de retard
et de relaxation.
- Considérons une tige que I'on soumet i une
ftraction qui peut modifier son équilibre chimique
- 0u son équilibre thermique avec I'extérieur. La tige
est homogéne et I'on suppose que son état reste
homogéne (tige parfaitement conductrice).

Les variables d’état extensives sont e : dilatation,

Z : degré d’avancement de la réaction chimique,
$ ¢ variation d’entropie,

(1) Soit Kyj le coefficient de transmission de 1a chaleur de la
o dindice i ou de Vextérieur (i — 0), 4 Ia partie d’indice j,
N . .
b= T,y K (=g — zgp

;l;)nmaﬂm étendue aux différentes combinaisons des indices 2

En négligeant les termes du deuxiéme ordre prov
provenant de I
dissipation de travail mécanique en ohalons et du fait que la tempé-
rature de Ia partie { est T, + Tietnon T, ona:

Tosg = ?Kq(z, %) = ?Kq(-,'i

Ja seconde “galité résultant du fait que ;4 s‘annule en régime per-
manent d'écoulement de la chaleu Z

b
Kij (zjv
Par conséquent 7 4

7r) = 0,
;‘l
R e
L -
isi 2"@1”1 -,
Cette somme est done positive,

e S

b

Les variables intensives associées N
contrainte de traction, — A : affinité de la r
changée de signe, = : variation de températy,
la tige. Les deux derniéres ne sont pas des a
extérieures. L’action extérieure chimique es
I’action thermique extérieure sera nulle ds )
trois premiers cas envisagés); par contre, ¢
supposera différente de zéro (s, = 0) k
quatriéeme cas.

On pose

(1) 2Us = a5, € + o $* + 4z B2+ 205,08
+ 20,58 + 240, B

a) La tige est isolée thermiquement de Pe:

Dans ce cas elle n’échange pas de chaleur
Pextérieur, de sorte que la variation d’ent
est du second ordre si =, £ sont du premier
(Oniins s AE =0). On Ia néglige dan
théorie linéaire, d'ou s = 0. L’état est alors
par = observable et Z variable cachée. On as

de Taffinité et s’annule pour A = 0.
théorie linéaire on posera : A — biE
constante positive. D’oul les deux équations

' =

ye+ a € =o,

g1 + ay £+ bE =0.

En ¢liminant la variable cachée £ en
deux équations nous obtenons g

U336+ bo— (ayy g3 —al)e + b

U, étant une forme non négative, les
coefficients ay,, ay;, aya55 - a?y sont noi
et I'équation différentielle obtenue est e
visco-clastique linéaire dit standard (ou



L’image de la fonction de relaxation (module

opérationnel) est

SOy Mufes—dh kb bpay
r(p B 1
d’ou
@iy }
r{) =ay, s (1 e-ut)
avec
33 .
(]
b

et I'on vérifie que 0 < r (c0) < r (0). D’autre part,

* 1
(fp) = &
r(p)
d’ou
(1 1 @, (1 — e
(O T ian

avec
D =a;; a53— a3,
D

b= b v

b) La tige échange de la chaleur avec Pextérieur,
qui reste & température constante. mais il n’y
a pas de réaction chimique.

L’état est défini par e, observable et s, variable
cachée (en effet <, —

Le flux de chaleur pénétrant dans la tige est
- K =, dou :

ou

Puisque 5 —
deux équations :

on a les

1€+ s =g

Uy & + dgp 5 + ks = 0,

de la méme forme que celles du cas précédent,
auquel on se trouve ramené en remplacant £ par s.

¢) La tige échange de la chaleur avec I'extérieur
qui reste & température constante et il y a réac-
tion chimique.

L’état est défini pare, observable et s, £ variables
cachées. On a ici les trois équations :

1€ + A1 + a3 8 = g,

Uy1 & + gy § + gy

Qg€ + A3 S + agy

I'li]jsant la notation opérationnelle, nous rem-
placons s par ps, £ par P £ puis en éliminant les
variables cachées s, £ entre les trois €quations, nous
obtenons :

N g + K %
o= o (p) avec Np=| *® 1 -
() gy gy + bp
d’ou :
* N (p
f(p) = A (;; ay (CH (Y3
Allp)—4 a- Ay + kp 1o
*( A (62 21 22 i ag
H@ES N (p) gy gy g3 + bp

N (p) et A (p) sont des polynomes du second degré.
On vérifie que leurs racines sont réelles négatives
en tenant compte du fait que la matrice a (pour N)
ou son inverse (pour A) sont non négatives. Chacune
des fonctions f () et r ({) est donc la somme d’une
constante et de deux exponentielles e~ d’argument
négatif (« > 0).

d) La tige échange de la chaleur avec Iextérieur
et il y a réaction chimique. Mais cette fois-ci
on fait varier la température extérieure.

La variable s est alors variable observable,
comme ¢, et il y a une seule variable cachée : £.
On a trois équations qui, sous forme opérationnelle,
s’écrivent :

4,2) e+ ;S + a3 € =0,

(4.3) gy € + (A + kp) s 4

(4,4) Qg € + Qg $ + (agg + D) E =0,
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En éliminant la variable cachée &, soit entre (4,»1?
et (4,2), soit entre (4,4) et (4,3), nous obtenons
deux équations entre ¢, s el o, 7, qui, en posanl
Q=0 Q=71 ¢ =¢ @ =5 sécrivent :

» S g
Qi =rijq; Lj=12
avec

' )
A,5) rij (p) = aij G tip F kp diz2 0j2 i

d’on
ig {j A e
ry () = ai ‘;””(1 —eut) + k H' (1) 512 j2
veo. o = "b”, I’ () distribution de Dirac,

8ij symbole de KRONECKER.

ry est la matrice de relaxation correspondant a
Limposition d'un échelon unité de déformation ou
d'entropie. I.'échelon d’entropie s’obtient par I'injec-
tion instantanée d’une certaine quantité de chaleur
dans la tige; aussitot aprés, pour que s reste constant,
il faut assurer I'égalité de <, a =, température inté-
rieure variable. C’est ce que traduit le terme
& H' (0) 3i2 3j, dans ry; (). En laissant de coté cette
relaxation instantanée de <, 4 7, il reste
@6 iy () = ay—

e
A (1 —e-n),

(g3

Désignant par Gij le coefficient de e-ut, on remarque
que :

i) Gij = Gy,

s 1 1
i) Gy ay — o (ais ) (aj3 x7) = oo lama) > 0
i 33

donc,

Gy >0 Gz 20)
mais :
iii) Gyy Gy — G2, = 0.

Par consequent si Pon pose :

Al = ry 1) rij (")
on a
$67) Al AL = (A,

cle qui est la geng alisation,
! quelconques, de 1o rel
dans 1a communicatio,

i pour deux instants
lation décrite par M. Rogn
N précédente,
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La matrice de retard correspondant & I'im
d’un échelon unité de o ou 7. s'obtient par Pip
de 7-,,~ (p). On peut aussi, dans le cas ol k —
¢’est-a-dire 7. = =, 'obtenir par un caleul pa
a celui que nous avons fait pour ry, en pre
cette fois-ci comme variables indépendantes o,
au lieu de ¢, s, £ La fonction thermodynamigy
introduire (*) est alors :

G, =0ec+ 15— U,

Lt 2 e o
5 (@' o TanE

@'y B

et 'on a :

s::é,(;’, < ‘/"Gz' A:%Gz.
0o gt

On en déduit par analogie avec (4,6) :
(4.8) fi () = @i + Ji (1 — e
en posant :

iz d'jy
@i

a;
p Tt 33 o ey
A= i Jij =

o . 1
Or le terme a’y, 22 dans G 5(ce+ s
provient de A Z. En effectuant dans A=
“@pS—ayp& le  changement de va

~—>a, 7, on obtient, A désignant le déte;
(positif) de la matrice aij :

7 A
g5l = = + SO
Oy Ay — @i,

Done % > 0 et la matrice Jij jouit des mémes |
priétés que la matrice Gij.

o

THEORIE GENERALE

Sous forme opérationnelle les ¢quations
s'éerivent :

6.1 (@ij + pby) ¢; = Qi.

Illes forment un systéme de r équations
dans lesquelles il est essentiel de disting

(1) Cette fonction n minimale pour o, =,
forme quadratique a'yj a; 27 n'est pas détinie positives




variables observables ¢i ... gx auxquelles corres-
pondent des actions extérieures Q différentes de
zéro, et les variables cachées gx+1 ... gr auxquelles
correspondent des actions extérieures nulluﬁ &)
En séparant, dans la matrice a + pb, les lignes
ou colonnes d'indices < & de celles d'indice > k,
les équations (3,1) s'écrivent sous forme matricielle :

[N Q
S W
9k -1 Q& |
Qri1 0
;g M o e
qr 0

Les matrices carrées N et M sont symétriques,
les matrices rectangles S et T transposées I'une de
I'autre.

a) Matrice de retard.

On impose Q) Qy ... Q& (6). On résout les
équations (5,2) par rapport & ¢, ... ¢qx (@. On
obtient :

G
(3.3 =[P Q.

La matrice ‘f(p) est symétriqgue grace a la
symétrie des matrices a et b. Ses coordonnées ?,»,- )
etant des fractions rationnelles en p, dont le déno-
minateur est le déterminant A (p) de la matrice
@+ pb, fij () sera une somme d'exponentielles
exp (pa{) dont les arguments pj sont les racines de
A(p). A (p) est un polyndme en p dont le degré
s'obtient en retenant dans chaque terme du déter-
minant la plus haute puissance de p. Ce degré est
donc le rang du déterminant | by , Cest-a-dire
le nombre des variables affectées de viscosité ®.

Soit py une racine de A. Pour P = pa les équa-
tions (5,1) rendues homogénes (Qi = 0) ont une
ou des solutions. Soit g;i = ®; T'une d’elles. En
multipliant par @; (complexe conjugué de ®;)
les termes de (5,1), on obtient :

[6X)) @i O; O; + py by; O; O; = 0

(1) I est inutile d'introduire des variables cachées qui ne
:::knl P:iltlﬂllpl:: avee les observables. Il doit étre entendu
dans ne figurent que les variables cachées couplées avee
les observables (soit dans U,, soit dans D). ;
@) Plus exactement le nombre des formes

indépendantes
parmi les formes byq;. e

Syt

G

1° les deux sommes ajj ©; O; et by ®; ®; sont
réelles, grace a la symétrie des matrices a et b,
Donc py est réel. On notera que le principe d'ONsAGER

Joue ici un réle essentiel;

20 ces deux sommes sont non négatives,
puisque Uy > 0, D > 0. Donc p, est non positif,
soit pp = — A (A > 0).

La suite des valeurs 2, constitue le spectre de
retard.

Pour préciser la forme de la matrice de retard,
effectuons un changement de parametres :
(5.9) qi = Qi ap
qui raméne simultanément les formes quadra-
tiques Uy et D a la forme canonique, c'est-a-dire
les matrices @ et b & la forme diagonale. On sait
que cela est toujours possible. Les variables Q;
doivent subir transformation linéaire telle
que la puissance (grandeur physique invariante)
soit conservée :

une

Pran = Qj g;
d’ou
(5.6) Py = Op Q)

Les racines — X du déterminant des équations
(3.1) ne changent pas [d'aprés (3,4) ol les deux
sommes, égales & 2U, et 2D, ont des valeurs
numériques invariantes dans la transformation].
La matrice a + pb ayant pris la forme diagonale,
chacune des équations (3,1) ne renferme plus qu'un
seul paramétre; l'équation de numére h s'éerit
(sans sommation par rapport a h) :
6.0 (@nn + p O'mn) xn = Pa
d’ol ap en fonction de Pp. Revenant aux variables ¢;
on en déduit par (3,5) et (5,6) :

N\ in Oin

-
i s AR
Y U=l @

i
avec :
S | N Cada N JGN
08 fij (p) = Tadm+pbm TPtW
en posant :

a'n _ Oa®p
b=




! Ovidence lex lermes  corress
vuw' r? nulles (@'xy = 0) ou aux valeurs
= 0) de A Wil en existe, on obtient

wenerale

ANER TRV
Tpt+th

Ty

5 J%h

I

Qmmm~§%u o) o 'y o+

L . riee de
Clest le développement speetral de la matrice

retard. .
Diaprés la forme de Jfy chacun des termes

du développement jouit des proprictés mises en

Svidence dans Pexemple du paragraphe 4 (d)

)

Jhaxy

ah = 3
d'on

,I (P )t 2 0
@ nn

Jh

i

50, NIy — =0
quientraine (1,7).

En ce qui concerne cette dernicre ¢galite, il
faut toutefois observer que, si la racine A, est multiple,
plusicurs  termes  du deéveloppement  speetral i
correspondent, qui contiennent la méme  fonetion
1 et avee des facteurs differents, Si Pon désigne
dans ce cas par JJy la somme de ces facteurs, la forme
quadratique J% rery devient une somme de earrés
dont I'égalite & zéro est exclue, Dans ce cas on q ¢

i

non

I ywey >0, Iy dY (g >0

el 0,

Lorsqu'il 0’y a qu'une variable observable,
G.11) donne le développement classique ¢

512 D
O12) f(n T..l,,(l o=l £ J' 1 4 "
avee
I8 300 5 0
quion obtient en représentant un VISeo-

él" ; . : \‘lll"])ﬂ
stique lincaire par un Hroupement en série de

cles ¢ < v b 1
xl:mhl:n .||( Kewvin, d'un amortisseur et d'un
Ssort, Celle représentation se trouve done justifice
par la Mwmmlumuniqur. ;

1
(D Ten résulto quo ta matrico 1640 oxtnon négative.
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On maintient fixes les valeurs
variables observables, La relazation |
que les pariables cachdes Qi oo e
a dooluer,

Fon effet, en séparant les variab
des variables enchées, les équations (5,
atre cerites d'apres (5,2) ¢

a

o0
0,

(5,13) NG+ ST

.10 T4+ My
De (O, 1) on deduit

7 = M=T7,

Comme les matrices Moet 1" sont fonetions de

) -
¢ n'est pas un veeleur constant lorsgue g est con

Reportant maintenant celte expression
dans (5,13), il vient :
o S »
Qor(py

avee @
N— S M=t T5

N
(O, 15) r(p)

*
Lo matrice symétrique r (p), matrice de rel

-
est Finverse de f(p). L'intéret de Pexpression
estquielle met en evidence les poles de cette

Les ¢lements 7‘1/ de Ia matrice sont en ¢
[ractions rationnelles en p dont le dénom
estle déterminant de la matrice M, Or cette mat
estcelle de la sous-structure correspondant
variables cachées. 11 en résulte que on peut
pour |
en podont toutes les racines qu'on notera
reelles et non positives, La suite des
constitue le spectre de relavation, Le
valeurs de ce spectre est égal a celui des
cachées affectées de viscosité, 11 est done égal au
des valeurs du spectre de retard diminué du
des observables affectees de viscosite,
Par exemple, au paragraphe 4 (d),
suppose k<= 0 chacun des deux spectres ¢
une seule valeur, mais si k- # 0 le spectre de

comporte une seule valeur, le spectre de
valeurs,

Par une transformation lincaire
quement sur les varviables cachées, nous



ramener simultanément a la forme canonique les
parties de U et D qui correspondent 4 ces seules
variables. La matrice M étant alors diagonali
quel que soit p, la matrice M 1 est formée des inve
des éléments de M, de sorte que (5,15) donne :

»
(5,16) ryy (p) = ay + p by
h ’ ¥
,\‘r (@i 4+ pbm) @+ pbyn)
—_ [ AT 5

Jes accents indiquant que les ¢léments dont un indice
au moins est supérieur & k ont été modifiés par la
transformation. %
i

I iy %
Si nous décomposons i en ¢léments simples,

nous obtenons (*) :

* Nl 14 ) v
517) Ty (D Gl b GGl
GA7) ry (p) = & Gy ey
avec :
@'y ‘ ,
e e in = pn b ding
=g 12 (

1
Gh. 5 Win Uy, 3
) estens Yin Yjn

1 i .
e Q;.,’,‘ Y S pp esl racine
@i

\W
et plus généralement 2y
v

multiple de | M/, d'ol

3
;(;{; e~ 4 G'y H' (§) + Gy,
;

(5,18) rij (1)

Clest le développement spectral de la matrice de
relaxation.

D’apres la forme de Gy, chacune de ces matrices
de modules vérifie les mémes propriétés que les
matrices de complaisance JIi, soit dans tous les cas

(que py soit racine simple ou multiple de ' M |) :

(5,19)

(5,20)

(1) Certains a'py ou certains b’y peuvent étre nuls. Cela ne

change pas Ia forme (5,17) de rij. En effet U, ot ¢
fEage v a 1 1. En effet U, et 9 6étant non

WUXhy a2 0, Yy b pp— by 2 0,

Par conséquent si 4’ I
= 0dlen est de méme de a’ g, @ jp et 1"
« edea'ip, a'jp et l'on
i terme en p (pas de terme en 1/p). Si by = 0 il en est de méme
e b'iy b’ ji et 'on a un terme constant (pas de terme en p?),

(2) Wen résulte que 1a matrice rij est non négative,

propri¢tés verifices également par les matrices G'y
et G"y (%). Linégalite (5,20) est fondamentale, Clest
elle qui assure comme on va le voir la stabilite
initiale et le respect du second principe de la ther-
modynamique,

Lorsqu’il n'y a qu'une variable observable
(5,18) donne le développement classique :

(5,21) (it

\
22 Gh e—uut
T

G H () + G G &, 8830

qu'on obtienl en représentant un corps  visco-
Clastique linéaire par un groupement en paralléle
de modeles de Maxwerr, d'un amortisseur et d'un
ressort. Cette représentation se trouve done justifiée
par la thermodynamique,

6 CAS D’UNE INFINITE
DE VARIABLES CACHEES

Supposant la matrice rij () connue dans I'inter-
valle 0, 2 £, il est possible de montrer (cf. réf. [10])
en partant des relations (3,4) avec by = bj;, que
I'on a :

(610 2 s (1 \: \:’ ry(2t—u—0)
J0—

% qi (u) r'/,» (v) du do,

t g §
6.2) 29 (1) \“ N\ fu@i—u—0)

e 'i.‘ (u) (j; (v) du dv
ol
. dr
r(x) o
Il est naturel d’admettre que ces expressions, qui
géneralisent les formules de F. ScHwarzL et
A. J. STAVERMAN, restent valables lorsque le nombre
des variables cachées devient infini, la matrice ry

(3) En effet r'jj se réduit & Gij pour p = 0, a p G'yj pour
P 4+ o, doit la symétrie de Gy et G'j. D'autre part, la forme

quadratique 'r[j qi qj coincide avee (aij + pbij) 4id4j [omu'on exprime
les variables eachées au moyen des observables. Elle est done non
négative pour p = 0 et p — | .
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® =\ Sy eda

Vi = it
Yij g X > 0.

‘é facile de vérifier que, dans ces conditions,
les exigences de la thermodynamique et
¢ initiale sont vérifices. En effet

Q,z(_r“(i T)Aij(?)(l?

en dérivant U, par rapport a ¢ :

Up=Qigi —29.

st le premier principe de la thermodynamique.
ﬁm) et (6,3) on deduit que U, et D
tifs. Car, en posant :

St .
eillw) = \u eutw g (u) d .

S: Y @ei b w ety dey

}: e @it e udy

U,20, D20

‘La premiére inégalité assure la stabilité initiale,
au sens large. Au sens strict elle n’est pas
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vérifiée pour un liquide [note (*), p. 182).
solide par contre, le spectre de relaxation
une ligne pour u = 0 (terme G"j; dans (5,1
G"ij xyx; > 0) et par suite U, > 0, stabilité

La seconde inégalité traduit le second
de la thermodynamique.

1l résulte de ce qui précede que nous
épuisé les ressources de la thermod
les conditions (6,3), (6,4), (6,5) sont les seules
sions que puisse fournir la thermodynamique ef
stabilité initiale sur la malrice de relaxation
qu'on admet, en outre, hypothése des var
cachées et le principe d’'ONSAGER) ().
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THERMODYNAMIQUE ET VISCO-ELASTICITE (*)

par L. BRUN

INGENIEUR DES MINES
LABORATOIRE DE MECANIQUE DES SOLIDES DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE

RESUME

On montre comment une théorie thermo-
dynamique des milieux visco-¢lastiques a élasticité
instantanée peut étre construite de maniére analogue
4 la thermo-élasticité classique en faisant jouer a
I'histoire des déformations et de la température le
role d'un parameétre. C’est ainsi que les expressions
des contraintes et de l'entropie se déduisent de
celle de I'énergie libre. On établit, entre autres
exemples d’application, la forme du flux de chaleur
pour le corps linéaire a2 nombre fini de parameétres
cachés.

INTRODUCTION

Cet exposé étudie sous I'angle de la thermo-
dynamique les lois de comportement des solides
visco-€lastiques 2 élasticité instantanée.

Dans la communication précédente [5]
M. J. MaxDEL 2 montré comment les deux principes
et un certain nombre d’hypothéses complémentaires
— parametres cachés, principe d’ONSAGER, stabilité
initiale — conduisent, dans le cadre d’une théorie
linéaire, 4 des formes des relations de comportement
que I'expérience a rendues familiéres.

Le point de vue auquel nous nous placons
dans la premiére partie englobe celui de [5] : nous ne
faisons aucune hypothése complémentaire, nous ne
supposons pas non plus le matériau linéaire.

Les informations que I'on peut tirer d’une étude
aussi générale sont nécessairement limitées. Il est
néanmoins intéressant de connaitre la nature des
restrictions qu’impose aux lois de comportement
le seul respect des deux principes. Cest l'objet de la
seconde partie de Vexposé oii nous réexaminons

(%) Communication au Groupe Frangais de Rhéologie, le 17 mai 1966,

la théorie des matériaux linéaires 4 la lumiére des
résultats de la premiére partie.

Le probléeme de I'approximation linéaire des
lois de comportement est laissé de coté, Il exige,
en effet, plus de développements mathématiques
qu’il n’apporte d’éléments nouveaux.

La présentation de la premiére partie s’appuie
sur des travaux de CoremaN ([2] et [3]). Toutefois,
alors qu'en [2] le concept non indispensable de
différentielle de FricHET est introduit dés le début,
nous avons préféré ne pas y recourir pour rendre plus
clairs les fondements de la théorie générale (1).
Ainsi de I'hypothése de mémoire évanescente qui
est sans rapport direct avec les deux principes.

1 RAPPELS SUR LA TRADUCTION
DES DEUX PRINCIPES

Le premier principe attaché a un systéme
donné une grandeur, I'énergie interne, dont les
variations sont dues au travail de déformation du
systéme et 4 la quantité de chaleur qu’il regoit de
I'extérieur ou d’origine interne (réaction chimique,
par exemple).

Compte tenu des propriétés d’additivité de
I'énergie interne et de la loi de conservation de‘ la
quantité de mouvement le premier principe s’exprime
sous forme locale par la relation :

(1-1) o U =ojjeij+ pr—divg.
¢ est la densité de masse, U I'énergie interne mass?que.
r la vitesse de production de chaleur massique.

Vo de COLEMAN,
(1) Notre point de vue, plus général que celui
a également été adopté par WANG et Bowes (Arch. rat. Mech.
Anal., 22, 2, 1966).

e




(oip) et (sij) sont des tenseurs de mesure des con-
traintes et des déformations associés de facon que
la puissance de déformation par unité de volume
actuel soit ojj é.-,- &) : ;
; est le vecteur flux de chaleur au point
(3, Ty, Ty) considére. Si n est la normale unilgiro a
l'é‘l‘ém“ent de surface d X qui contient le point z
le débit de chaleur traversant d'S dans le sens de n
> >
est g-.ndX. :
Le second principe attache au méme syslcm.o
une nouvelle grandeur, I'entropie, et se traduit
sous forme globale par I'inégalité :

(12

Le premier terme représente, en vertu des
propriétés additives de D'entropie, la vitesse de
variation de l'entropie du systeéme qui occupe le
volume V supposé constitué a tout instant des
mémes particules. T est la température absolue.

On passe de (1-2) a la forme locale :

s e Z "
(1-3) § +div (l\ — =120
ol y est la vitesse de production d’entropie
massique (%), par nature non négative.
En combinant (1-1) et (1-3) on obtient les
inégalités fondamentales

L - |
Baq¢u+'15 U p,].;~graa'l‘—"l‘~(>(),

Ou encore, aprés avoir pose

(4 o=U__sT ¢énergie libre d’Helmholtz,

M),

= . LN 1 > —
o Ol Eij ST-— @ P,l.q~gra&i'l' =

En raison des variables choisies, se

ule la formule
(1-4) nous servira dans la suite.

() On peut ainsi asso i g
PP 15 et 16) ; Je tenseur de “::l‘l;f. ol
déformation, le tenseur de Kincu,
2 T
versibilités 1]

cleur scalaire pres (6],
INESQ et le tenseur gradient de i
o5 OFE et le tenseur de G,
[ représente la puissance dégradée

é ‘e par suite des frré-
he’rmvmécanlquﬂ et de la conductivité dy milieu, 3

&
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% EXEMPLES ET CONSEQUENCES

Pour simplifier, nous ne considérons que &g a
émes qui ¢évoluent a température uniforme et

constante.

a) Solide élastique isotherme.

Par définition en tout point (sj) et ® pe
dépendent que de (si5). On dit que I'état de I'élément
dépend des seules déformations actuelles.

En supposant @ par  rapport
a ejj, (1-4) se réduit a :

différentiable

1 20 Tl :
21O —57.© ey =i

@1

Comme on peut choisir arbitrairement les :}, &
e fix¢, (2-1) implique les relations classiques : :

T od
o St P
el
= U8

Ainsi, pour que dans un solide en évolution
isotherme il n’y ail pas de dissipation mécanique,
il suffit que I'état ne dépende que des valeurs
actuelles des déformations (). L'énergie libre joue
alors le role de potentiel des contraintes.

Il en résulte que pour un ¢lément non élastique:
I'énergie libre ne peut pas dépendre que des vale
des déformations actuelles, On le vérifie dans
I'exemple qui suit.

b) Modéle de Maxwell.
(1-4) se réduit A la forme :

(2-2) ce— O =2D(=:4T) 2 0

(3) Lorsque aucune confusion n'est & craindre on
(xgj) par la notation .

(4) Cette condition n'est, en théorie, pas nécessaire;
comportement ¢

01j ~ Aijs hk Ehe

ot Ténergie libre :

@ ;Au, W &4 i
sont assocides de maniére & vérifier (1-4) avee ¥ 0. Or |
Iélément dépend dans ce cas de ¢ et & Le corps élastique

pondant appartient i ln catégorie des fluides dits de Rivee
(4], p. 350).



G est le module d’¢lasticité, v le coefficient de
viscosité.

La loi de comportement prend les deux formes
mverses :

- e
(2-3) paisdh o fT‘
o
*t G

i ~Z(t—u) .
(2-4), s (l) = ('\”L‘ . s (u)du,

5 (i
(2-1)y - Ge(l) - [ e (u)du.

n 0

L’énergie accumulée dans le ressort est :

D’ou :

(2-6) S

La puissance dissipée vaut :

2-7) 2=

En substituant (2-3) et (2-7) dans (2-6) on obtient :

(2-8) ce—V =92m

Le- rapprochement de (2-8) et (2-2) indique que
Uénergie libre du modéle n’est aulre (4 une cons-
tante pres) que le potentiel élastique du ressort.
; ‘])mmons-nous inversement un systéme héré-
ditaire unidimensionnel ayant pour énergie libre :

R s
'y e Cord 11
4’*2(1[‘\06 2 us(u)dur
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el supposons que & soit de la forme :

(2-9) s()=0¢

I

50| o

L’inégalite (2-2) fournit -

¥ o bt e i
¥ =t ) o )
7555(’)J*'(1§0c ot =(u)d qu

("t G 2
I S
"‘_l,‘[.\o(le i :(u)(lu] =2D>0.

_Aucun des termes entre crochets ne dépend
de <. Or, a Thistoire fixée de < sur (0, f), & peut étre
choisi arbitraire. D’ou les conditions -

TR o
i) == (G b ¢ i c(u)du,

PL G 2
1 — (- .
23):17[\0(}0 " mz(u)du].

Le systtme a donc les caractéristiques du
modele de MAXWELL.
i g
L’expression analytique de ® | <: z(l)] jouit
de la propriété que o

® = A[é; e(z)}'ﬁB E 5(1)14

Cette propriété de différentiabilité est de méme
nature que celle que I'on a supposée dans 'exemple a).
Seulement ici @ est, du fait de I'hérédité, une fonc-
tion non homogéne de . Le passage au cas général
est fondé sur cette remarque.

3 LE MATERIAU
VISCOTHERMO-ELASTIQUE NON LINEAIRE

a) Loi de comportement — Généralités.

Supposons que nous connaissions en chaque
point d’un solide fini occupant le volume V limité

X t
(1) La notation y = y [x] indique que y () dépend de I'en-
0

semble des valeurs passées de x mais d’aucune d'elles précisément :
y (t) prend la méme valeur pour deux fonctions x presque partout

t
égales sur (0, £). La notation y [z i (1)] traduit en plus le fait
o A
v (1) dépend explicitement de x (£). Ainsi (2-4), est de | (2
De maniére elliptique nous dirons que o dépend de




ﬁ»m X les expressions de @, (o), S et ¢
fonction des déformations s;; et de la tempé-
T. Nous sous-entendons que I'histoire de ces
s ainsi que leurs dérivées spatiales ou
lles peuvent intervenir dans ces expressions.
s dissipée spécifique est alors connue,
(1-1), en fonction de (si;) et T. Appelons u le
ent d'un point du solide a partir d’une
de référence.
dispose de quatre équations de champ
antes pour déterminer le mouvement du
sont :
. loi fondamentale de la mécanique (trois
scalaires) dont I'écritire dépend du choix

tion (1-3) qui détermine I'évolution

latre équations intégro-différentielles aux
wtielles portent sur les quatre fonctions
u; et T par I'intermédiaire de o, S, ? S
masse et de la vitesse de production de
ique r (). Pour des données convenables
a la surface X et de conditions initiales
onditions définies » au sens de Hapayarp)
d’équations admet en principe une seule
Aussi convenons-nous d’appeler « loi de
ent » du matériau considéré I'ensemble
ons O, 5, S, ;(onze relations scalaires).
S malériaux envisagés (3), au repos en
e de contraintes pour 7 < 0, vérifient des
s de comportement de la forme

vw=0|lin0).

0= oy| i A 0sgrad 7|
SO=5 [ f:n@sgrair |
707 [fin 0:grad 1 |

représente le couple ordonne i (i), T |, Les nota-
ont le méme sens que dans I'expression (2-9).

(1) En 1 ¥
—:h-!nne pls,.uu‘ phénoménes physiques, électro-

(2)  Matériaux . simples » pour reprendre In terminologic

‘M.
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Dans Décriture de ces relations nous g
respecté le principe d’ubiquité (®) : une variab

loi de comportement du matériau figure o p
dans toutes les autres, sauf si cette présence est ¢
contradiction avec les principes généraux oy g
hypothéses relatives au corps considéreé.
t
Or (oij) dépend de A () et de A. Il en ¢
o
a priori de méme de ®, S et g. Edépend de grad T
comme en thermo-¢lasticité, done s et S égalem
Si @ dépendait de grad T, le premier membre g
linégalité (1-4) serait linéaire en E;& T el

t B
est impossible puisque, a A, A et grad T fixgs,
o

oY e g
grad T peut étre choisi arbitraire.

Nous restreignons maintenant la classe
matériaux étudiés par I'hypotheése que & est de
forme

P pi
an o =Ai( AAQ
0

et i |/;\ A (1)] it 4

B [ ; 5 A (1)].

L'inégalité (1-4) s'écrit, compte tenu de (II)

q : i

o f\ij\, &ij + (A—S) T
& .

Lt

— o1 gadT +B=Ty >0

Le premier membre est un polynome du premi

degré en &; et T dont tous les coefficients

\ o ;
constants si I'on fixe A, A et graa) T. D’ou, par
o

raisonnements déja tenus :

(3-2) ;c,',' = "\ifl,é\; A (1)],
b 4

(3-3) S =A 'Q A (1)7 J

(3-1) Ty=B H\ /\'(l)_'

11 ki
~p.1~q| As A(o;gra?fT]'sTﬁT

()« Equipresence principle + dont la p r
due & TruesDELL (J. Math. pures et appl., 30,
Lénoncé qu'en donne Coremax parait trop restrictif.



CONSEQUENCES,

1o Les contraintes et Pentropie ne dépendent
pas de grad T. Comme en thermo-elasticité la
temperature et les deformations jouent des roles
comparables dans leurs expressions,

20 Les donnees de

1
\ ® () d‘l AR \(I)I.
o

. ot .
q :,I ‘; s AWOigrad T I

ou © et :i sont assujettis aux conditions (11) et (3-1)
cquivalent a la donnee de la loi de comportement (1),

En effet (o) et S derivent de @ par les formules
(3-2) et (3-9).

30 Les expressions (1) de @ et ¢ ne peuvent
¢tre choisies indépendamment une de autre que
lorsque ¢ (/) ne deépend que de grad T.

Dans ce cas Pinequation (3-1) conduit aux deux
conditions :

(3-1),

(3-1) r;[grnﬁ T -grnﬁ T>0.

La puissance dissipée spécifique est alors la
somme de deux termes : le premier représente la
dissipation due aux irréversibilités (thermique et
meecanique) propres a I'élément, le second la dissi-
pation par conduction thermique.

Dans le cas general seule subsiste la restriction
(3-);. Elle est nécessaire mais non  suffisante.
B est une puissance dissipee fictive qu'il y aurait
en l'absence de conduction. En fait les deux formes
de la dissipation ne peuvent étre séparées : il y a
couplage.

40 Enfin, nous allons voir que les relations
(3-2) et (3-3) peuvent étre mises sous une forme qui
generalise celles correspondantes de la thermo-
élasticite,

Comme les materiaux considérés sont doucs
d'¢lasticite instantanée, si & Uinstant ¢ la déformation
ou la température subissent une discontinuite,
la contrainte subit ¢galement une  discontinuite,
Plus precisément les différentes valeurs que peuat
prendre o (1) & Ihistoire fixée ne dependent que

B 1
de A (0. De méme pour S, d et ¢. L'histoire /| joue
le role d'un paramétre, 2
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Ceei etant, considérons une histoire  de £

continue & gauche, On g :
lim A (5) = A ().
el

On designe par Z le couple ordonne gl oou
() est un tenseur (3 « 3), 1l peut étre represente
parun point de I'espace affiné & dix dimensions,

Supposons  qu'a linstant { A subisse une
discontinuite

U]

le Jong d'un trajet ' de cet espace. En intégrant
Finegalite (1<) sur la discontinuite () il vient :

(3-5) \‘> :J'TH

A !
dory Sl /‘:Z‘dy\
o

0

1 ]
‘l‘l As ’x(l«)! } <1’| ;ri(t)l;()
)

1'= * SN i
le terme ol grad T, borne d'aprés I'expression
de ¢ dans (I), apporte une contribution nulle &
lintégrale ).
Siensuite A\ subit une discontinuite opposce
le long du méme trajet déerit en sens inverse,

A reprend sa valeur initiale A (1), et l'intégration
conduit 4 :

_
'.\1'196”

of finw]rof Ainwn]so

(3-6)

t
/"\:Z—Irl.n, S, A;Z]dyg
0 (=

Les premiers membres de (3-5) et (3-6) sont
opposés, done nuls. Comme ce résultat ne depend
pas du choix de I' joignant A () & A () + [A] on
en deduit que :

é: A (n] ::: ,_{,'\ Z].- A’

oo s[hne]=—sldizle

Ainsi se trouve precisée la signification
et A qui interviennent dans (1) puis

1
3-2)
(3-2), P"l/

1) LEn toute vigneur il
nnnun(\n commo limite d'une



les deévivées partielles de ® par rapport
actuelles de ey et I caleulées i histoire

‘méme, en faisant ¢y~ T 0 dans (11)
~ Bonest autre que la dérivée temporelle
ot T fixes, On peut la noter & @,
squation (3-4), qui doit étre veérifice par 15
1'histoire /'\ el /(1) impose des
4 la forme de l'énnergir libre, Ces restric-
nt b leur tour aux expressions de oy
contraintes el entropie dérivent de @,
graphe qui suit nous ¢ludions la nature
lons sur un cas particulier,

RESTRICTIONS
IGINE THERMODYNAMIQUE
[ERMO-ELASTICITE LINEAIRE

Je matériau considéré les hypothises

de solide est au repos en I'absence
et a la température uniforme T, de
irf < 0;

dentropic initiale est S, (variable
“pour un matériau non homogéne);
libre est de la forme :

k[/'\mm]ww,, o
-+ ‘bg"/"'\:/\(f),
G =TTy,

Hque et homogene par rapport aux

dis

mmmmmm 3 A
Sept composantes (1) ; e o

b Von pose de méme ¢

b /8 (8 8g)  Zy=ayy, Uy oy

= V2ay, feer Z, \/2"-0

Une expression de In forme

10t
(-3 @, 2\\,:,,(/ i

Jo Jo

) Ay
" /'\,(n) dudp
satisfait (4-2) (7).
Sien outre les ry (i, vy sont différential

(1, 1), on o :

. A
-4y i, /,\“2{,,,(0,/ Wbl o)

(-

/ (ty du ,\‘I( 2 3
AL : 2 o riy (

% /,(u) /‘,(u) dudp,

Uy [~ p)

de sorte que d}, vérifie I'hypothése (11,
Notons que (4-3) n'est pas la forme la p
générale compatible avee (4-2) ot (1) (%,

i
Ion

vertu de la conséquence 20 de Vétud
generale, la donnée supplémentaire de Fexpressic

du flux de  chaleur doit  suffir 4 carac
le matérian,

1«
On  suppose o1 4 linéaire par  rapport
variables ;

1 P
o T (0] K 5% iy

) .
} S"A,,  w/yydu

(Dans tout ce paragraphe les indices latin
de 046, les indices grees de 1 4 3),

(1) On Je vérifie par des intégentions
(@A), ot (24),). =

1) (s i1, 0) o8t nbeessairement forme
mu‘{nmmmvm ol @

(2 On peut, exemple, ajouter
M-:inml«mndcllmn o

§, vt sy




\vee les notations indiquées plus haut les lois
et (3-3) revétent la forme

de comportement (&
unique :

u .
S =\ Ry(t—u) Ajw)du,

Jo
ol
(1-6) 2Ry (O rij (0, 8) + rji (¢, 0).

Enfin, la condition (3-4) se traduit ici par
I'inéquation :
fiptre

(4-7) .,\ \ rg(—u, t—0)

Jo Jo

A (u) 7,/ @dudo + Kog 7,0 7,8

2 ;
T.x\ Agj (t—u) Aj(uydu = 0.
A

De (4-6) on déduit :

(1-8) Ryj (0) = Rj; (0),
condition qui exprime la propriété, évidente, de
symétrie a I'origine du tenseur des modules de relaxa-
Lion en contrainte et entropie. Mais on voit que la
propriété n'a pas nécessairement lieu pour { > 0.
En outre, comme :
135 (0, 0) + rji (0, 0) = 2 [Ry; (0) + Bz (0)],
il r_csu]tc de (4-7) et des propriétés de continuité
de rij (u, v) que (V).

(4-9)

Ry; (0) 21 %5 - Kop 10 18
A7 (0) Y, x>0,

V@), ¥V (Ya).
Les expressions de sij, S el g, ne sonl ainsi pas
totalement indépendantes (@)

(4-9) est une condition qui les lie.

(1) On exprime par exemple (4-7) pour des

« accélérées - du ty histoires

1y
"

x 7 s
Avf) s zie, s St avec 1,

(te, 2 fixés) et Pon fait tendre
@)

w vers V'infini,
A Vexception du cas isotrope (cf. application 1).
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Les conditions :

gy a; @y dudo = 0,
v @i (D),
4-7), KagYayp 2 0, v (@),
(4-9), Ry @iy >0, v (@)

sont des conséquences de (4-7) et (4-9).

AprricaTioN 1 : Malériaux isolropes.

On montre que I'isotropie implique A,j () = 0,

1
Sl [ 4 a Dexpression habituelle de la loi de

FouRieR.

Les restrictions thermodynamiques se réduisent
a (4-7), et (4-7),. Il n’y a pas couplage entre dissi-
pation par conduction et dissipation thermo-
mécanique.

APPLICATION 2 : Malériaux a paramélres cachés.
®, y est par définition de la forme (4-3) avec
rij (u, v) = rij (u + v)
(ct. (8-1) de [5]) (3).
Toutes les conséquences des princi

thermodynamique se traduisent pour de tels corps
par les conditions :

Rij (1) = Rji (O)

[(conséquence de (4-6)],

ok . .
(4-10) R \ Ry @l u-—v)yxiz@dudo
RIA
U .
b Kap Yo Yp - Ya \“ Ay (0~ wyaj (W) du =0,
LY
v (x,- )
\o/
(3) Dans [5] les variables sont les déformations et Uentropie.

La fonction thermodynamique associée est I'énergie interne. Les
résultats s'appliquent” mutatis mutandis & notre cas.



T

{ nombre fini de paramétres
Je développement spectral ©

)&o& il (g 0)

(6] ol les coelficients Gy wont nuls
cité instantance ('),
que (4-10) a liew en particulier
e ;

4] [ o Ly fixe,

By, (21 1 vy (uyzvydudo
& i .
n"ﬂasa Aut, (L myz(uydu =0

v (u), v (Ya):

HOus posons :

choix de la fonction z (1) sur (0,1)
=0,y b, Vintegrale double de (4-12)
ison lintaire des X]  #annule,

¥on 1 toute fonetion z
chacune des formes Xy (r) annule Ia forme

iy %
\“ Ay, (1 uyx (1) du,

Pour qu'il en soit ainsi il faut et |
que Ay (n) soit combinaison lintaire des
e eb cech pour tout fy = 01, ,,,,6,

Dol ¢

i,
114 Buty = Y, DYy e,

Ji=t

Lan matrice A (1) qui intervient dans V'e
de 1a partie du flux de chaleur imputable
deformations et températures  admet  done
développement spectral de méme type que e
weur 1 () des modules de relaxation, Son sy
est contenu dang celui de $4 (1),

Les restrictions  thermodynamiques  pour |
matériau visco-Clastique 4 nombre fini de paran
cachés #'éerivent finalement compte teny de
el (4-14) ¢
”‘ \“‘ {‘
I lT-‘n e

(on Gly 2 ) 4 Ko Wy~ Dl Y tl) 2

(4-15)

v, v
et

(4-15) Gy = Gl

PROBLEME INVERSE

Nous avons vu que les contraintes
minées une fois connue V'énergie libre, I
pent-on, en ther lasticité,
une constante prés 4 partir de I'es
contraintes,

Ce probléme est abordé en [1]
déeformations isothermes d'un élém
lintaire unidimensionnel de loi du

all) -S:G(t—-:nz




En supposant ® de la forme (4-3), ¢'est-a-dire :
o Lo nt—ni@imaudn

Jou lon peut tonjours symétriser ¢ (u, ») en u ot p|y
lo probllme revient & déterminer ¢ (w, ») par les
conditions

¢OO=GW, v

VU ot mt—ni@imana

% Ne(we@dude

‘\“&w'y( w ») e (W) e (@ du d
'
20, Ve,
o

On constate que, méme si I'on impose a ¢
d'dtre de la forme :

x
% |

g (w0 N gy e-e-ajo Bij = Bjih

; ey

N@® 4 1)
2

la solution n'est pas unique. En effet les
inconnues doivent veérifier les N équations :

N
s

28 =Gy
i=1
ainsi que la condition :

N
S (@ + @) Byxixj 2 0, ¥ (09,

=1

qui ne les déterminent pas si N > 1,

CONCLUSION

Il ressort de ce qui précede que, pris en soi,
les deux principes ne limitent pas séricusement les
lois de comportement des solides envisagés, lls ne
deviennent efficaces que combinés a des hypothdses
supplémentaires concernant le matérian, La commu-
nication [3] et I'étude du cas lincaire au paragraphe 4
illustrent cette ti

ANNEXE

Dans la construction d'une théorie lincarisée
de la visco-¢lasticite (|3] et [7]) il est nécessaire
dintroduire une norme sur espace fonctionnel

pour preéciser la notion d'hi s,

A des hypothéses de différentiabilité au sens de
Frécner on peut alors developper les fonction-
nelles @, ayj, ole,, en « série de Taylor » par rapport
aux  histoires comme on développe en  thermo-
clasticite les fonctions o, Tij o PAT rapport aux
variables de déformation,

duhhto{mdudmmahhw ‘
i G

Par commodité nous faisons remonter les
histoires au temps — oo méme si le matériau est 4
a a2 s i, 2 !
héredite fimie, A Vhistoire () = qui s'achéve &

I'instant { nous associons la fonction
() =c(t—9), vs >0,
application de R+ dans R. Nous notons :
ue A (R+, R).

TR S 8 : i
Deux histoires g, ot g, sont dites ¢quivalentes si

(ST (©) = s, (0)

{ au, (8) = oy, () presque partout pour s > 0,

Pour le matériau non vieillissant elles donnent en
effet mémes valeurs & @, ay;, ete,
t
L'espace quotient de l'espace des histoires &
—
par la relation (R) est isomorphe & A (R+, R),
2
ot la fonctionnelle ® | = 3 & () | peut &tre considérée
comme une application de A (R+, R) x R dans R
que nous notons :

@ |en & (D)

A ¢tant muni de la structure naturelle M
vectoriel on considére la norme || || telle que

el = [S;z(s)'s—"‘ds}:

Elle fait du sous-espace de
fonctions intégrables pour
Huasr B (R4, R) O

(1) Cas bothorme w
@ On ¥
convergence




B Vs <0 et vs>T,

ahy
(s) continue, vsel0, T

Phistoire constante et égale a ¢,
on vérifie que :

ons I'espace H (R+, R) x R de la
produit des topologies induites par les
et | | et nous supposons que ® est

it rapport & (g, ¢) pour la topologie T.

m® e e(l)] = O ez et

ions ®, s, elc., « oublient » pratiquement

n certain temps les écarts de = () par

e Cette hypothése de continuité est

othése de mémoire évanescente (€]
par CoLEMAN.

RQUE. — Si au lieu de || || on consi-
norme ||| telle que :

et =[ {7 x(,)zds],;

une topologie plus faible que || ||
nmi't plus valable et P'on n'aurait plus
de I'hypotheése de m, ey

c'z—tb=_a,¢ >0,

,Mwar.
of fading memory,
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on déduit :

\.:a(s);(x) ds =\':a(3)é(-=)ds‘

=0 ® )\ 50 ds

D (0) = D [ 5.
et d’apres (A-2) :

D (0) = D [2; ).
Do :

il
(A-3) \0 c(s)z(s)yds = 0.

En adaptant les hypothéses de m.ev. au cas
du solide & trois dimensions on obtiendrait la géné-
ralisation de (A-3) sous la forme suivante [2] :

Le travail de déformation a partir d'un é
d’équilibre le long d’un cycle isotherme de déf
mation est non négatif (3).

b) La différentielle de Fréchet.

Soient XeA (R+,R), YeH (R+,R).

symbole 0 () signifie que lim WG
=0

Si ¢

FIX + Y] —f[X] =8 f[X]|Y] + 0 (8
ot 3 f[X Y] désigne une fonction de X et Y (i
une fonctionnelle) linéaire par rapport a Y, f est
différentiable par rapport a X au sens de Fr
3 f désigne la variation premiére de f au se
FriccueT.

[ est de méme deux fois différentiable si

P+ Y] —f[X]=3f[X]¥]
+;8“f[X;Y,Y]+0

avee 8 f|X Y, Z] bilinéaire par rapport a

(3) Dans I'étude du cas linéarisé en (3] les
symétrie @ lorigine du tenseur des modules de
établies de maniére indirecte au départ de I'hy
Le comportement instantané se trouve ainsi
portement différé, ce qui a de quoi surprendre.



Dans ces conditions la différentiabilité de la fonc-
tion @ [Xi x] (X e AR+, R),ze H) par rapport
a I'ensemble (X, x) se traduit par la relation :

A-4) O[X AX;z+ Ax]—@[X;7]
20 .
3O [X;z | AX]+ 8‘_[>\;.’E|A.T

0(AXI)+0(Az],

'on voit aprés passage 4 la limite que :

L .'
a(/)\' v\‘.‘DI e eyt e |
oo
"’;,;l

si @ verifie (A-4), ® verifie
I'hypothese de & obéit également, ainsi
que le montre (A-D), a I'hypothése (11) formulée
dans l'étude générale.

;,J e |e @

Naturellement,
I, €Ves
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A titre d’exemple la dérivée @, donnée par la
formule (4-4) est de la forme (A-5).
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ENERGETIQUE DES SYSTEMES PHYSIQUES
EN EVOLUTION IMPOSEE ()

par M. FRIAS

INSTITUTO DE ALTA CULTURA, LISHONXY

RESUME

le domaine de
ictions et les ré

proportionnalité entre Jes
ons en Bhéologie est assez bien
soil par les résultats accumulés par de nom-

techniques  de  petites  perturbations

appliquées surtout aux milienx physiques macro-
moléculaires soit par des théories dérivant de
la Théorie de I'Elasticité, On analyse ici les fonde-
ments physiques de phénoménes plus généraux,
avee o Thermodynamique moderne, qui devient
me nouvelle Mécanique générale pour les milieux
continus,

breuses

INTRODUCTION

Le domaine de proportionnalité des actions
el des réactions dans la Rhéologie est assez bien
connu. La Théorie de I'Elasticité et le Caleul opéra-
tionnel ont été le fil conducteur pour I'expression
mathématique. L'interprétation physique de ces
perturbations linéaires est bien établie grace 4 la
thermodynamique des processus irréversibles et
surtout, aux travaux de Meixser et Bior,

s

Quelles sont les lois physiques qui déterminent
le « mouvement » rhéologique quand on s'écarte
du domaine Clégant mais restreint des petites
perturbations ? Certes, il ne faut pas en attendre
des lois d'une portée toute générale. Mais si 1'on
impose ou controle I'évolution du systéme par
certaines conditions de frontiére, on connait les

trajectoires  d’évolution sous des  conditions fort
#enérales,

(%) Communication au Groupe Vrangais e
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Cette évolution imposée est obtenue en main-
tenant stationnaires les forces généralisées, au sens
de la mécanique des processus irréversibles, sur la
frontiére du systéme. Sous cette condition fort
générale, on étudie les « transport processes », en
particulier les phénoménes visco-¢lastiques, On 2
affaire 4 une mécanique générale et non 4 une
science expérimentale des phénoménes visqueux. Au
stade actuel de la sci

nce, on est loin de saisir le
sens profond de la viscosité et de la dissipation dans
les  systémes physiques (macroscopiques). (C’est
sous une étude unitaire de la réversibilité et de Ja
dissipation dans les systémes continus quon a
trouvé un critére général d’évolution,

1 LOI GENERALE D’EVOLUTION

Lia Rhéologie étant la Mécanique générale non
relativiste et non quantique des milieux physiques
continus, le probléme théorique fondamental est
celui d’exprimer, dans le langage de la Mécanique
classique, les équations différentielles ou intégrales
traduisant les paramélres ou combinaisons de
variables physiques suffisantes et nécessaires pour
une description cohérente des phénoménes rhéolo-
giques. Comme pour toute théorie physique, le
sens physique demeure I'ultime rapport de com-
pleticité de la théorie.

En  mécanique statistique, on est arrivé a
démontrer que la densité de phase est constante
le long des trajectoires d’évolution,

d N [(dp - ap -\
(“P >( pl]t*.'ap‘pl):()

— g

Bhéologie, le 17 mai 1966,




systéme quasi fermé. Ce théoréme fonda-
‘théoréme de LiovyiLiy — a un contenu
‘bien simple : la fonction de distribution

ne dépend que des combinaisons de
restant constantes tandis que le systéme
évolution le long des trajectoires dans

gie, on est arrivé [1], [2], 4 démontrer
combinaisons de variables, flux Jy

générales Xy,
e Xu

tion intégrale sur le volume du systeme,
ps d'évolution du méme systeme de fagon

RﬁJk X dv = 0
s trajectoires de V'espace des phascs.
nt ainsi au modéle de Mavreerruis,
minimale correspondant 4 la trajectoire
ne sur 'espace des phases.
que pour faire la théorie en mécanique
on a dii préciser qu'on a affaire a des
quasi fermés, en rhéologie on a considére
physiques en évolution imposée par
s de fronticre spéciales : les Xy prennent
ére des valeurs constantes dans le temps
ition du systeme [1]. 11 s’agit, alors, d’un
dont Pinteraction avec Iextérieur est
par des valeurs imposées aux forces sur
du systéme physique,
conditions d’évolution imposée  corres-
en pratique, aux phénomenes de diffusion
cellule avec des concentrations maintenues
sur les parois, aux processus physico-
dans un en régime stati ire,

on de chaleur entre deux parois 4 des
fixes, etc,

ENERGETIQUE DU SYSTEME

TBflique du systeme rhéologique étant
e par la fonction

T Xy,
de la définition de RBavieion (4], intro-

une énergie de dissipation pour former up
- Maintenant, c'est g méme

T

fonetion Jy Xp qui comprend mI'l la partie réve

soit la partie irréversible de V'énergie (1, (2

theories purli::ulibn-x rupvr(-n‘vnlunt une

en langage physique spécialisé des fonetions
Dans le cas général, la fonetion Jy Xy

forme

JuXie=A 4B +C+ D4 E 4 PG

avee
A (W) pevy | Pyvi 4 pog([2)) -0 T4
B py U 10 (o T=1) [0 2y = T2 x‘y/l:
C Py + porog) & (T v))fo 253

1) p vy 0 (11 v*[2)[0 zy;
E p X v Tty
oy Uy 11 Xogg

ot p est la densité de masse, u, la vitesse de
¢action p, W le flux de chaleur, P le tenseur
ion, ¢ I'énergie par masse unitaire, v la
locale, ’I' la température, v, la vitesse de diffus
du constituant v, p, son potentiel chimique,
force extérieure ssant sur vy, A, = — Yyp
Paffinité de la réaction p.

On a, alors, des termes dissipatifs et des
conservatifs, 4 la fois, en Jy X, L'interv
directe, de principe, d'une fonction de di
en une théorie mécanique ou  thermodyn
est cohérente avec la non existence, ph
d'un motu perpeluum et, 4 notre avis, un
de base des théories thermodynamiques est I'ab
d'une fonction de dissipation ab initio.

En mécanique statistique on arrive,
réduire les combinaisons de variables, qui
pondent 4 la fonction de distribution, 4 la
énergie et cette analogie avee la Rhéologie
profonde, vu que les méthodes statistiques
rapport logique entre la Physique du Conti
Mécanique du Point,

Certes, la Rhéologie a da
Iobservation classifice, plus ou moins
des phénoménes visqueux, par I'observation co
des phénomeénes de relaxation et de ‘
observé et classifié comme en mées
a ses débuts, On arrive, maintenant, au
lagrangien et hamiltonien. On rechere
des techniques variationnelles (1] pour I'as
divers types de systémes. Dans un_ cert
il S’agit de trouver des techniques de
systémes continus trés généraux paral






ENERGY CHANGES ON STRETCHING FILLED
AND UNFILLED RUBBERS )

by LAC HARWOOD and A PAYNI

i
TR

SUMMARY

When o rubber in extented to broak, energy

sspated by several  mechanismy,  dependent

wostrain, the temperature and the rate ol
viscoclasticity, fillor structure, orystalli
v stress softening

I particular, the energy
the breakdown ol fillers
ubber can be shown to be very similar to energy
when

associated  with

\anges observed

suspensions such an olay
I'he total energy

(U break can be related to the work done on stret

Ching by asimple relationship which holds for many

lilterent rubbers

md s water are deformed lows

INTRODUCTION

When o viscoelastic material is deformed by the
wphication of a foree, some of the mechanieal work
fequired s stored in the material and the remainder
o dissipated as heat, The energy dissipation, or
fysteresis, may result from several different mecha
tisms which are dependent on the type ol materinl
e the experimental conditions'®,

It long  aecepted  thal  hysteresin
mfluences the strength and toughness of rubbers
but quantitative relationships between  hysleresis
and strength have been lacking,  This prper reporis
fecent work on the role of hysteresis in strenglh

has  been

Muy, 17, 1o,
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VN AN

and derives aosimple velationship hetween hystoresis
and the energy density al hreak of polyiners

] HYSTERESIAL PROCESSEN

Iho major souvoes of hystoresis are

1 (s
nportant an the temperature of tost s towered o

Vincoclanticity Devomes inereasiigly

the vate of testing i fnoroaned

A Cryatallisation; (his ocenes in some tahhors
when they are stretehod and the maleciles align

B Breakdown ol Tiller aggregatos; s foatire
al Hled vabbers occurs principadly al low steaing

1) Changes o nelbwork contiguarabions, s

elfect et i an apparent soltonting of the rabher by
apreviomsatretehing and i lnownan the Mullins ifect

)]
Trom the hreakage of weale cronsdindon or chuiins such an
o polysulphide cranalinde the cramstinds may eform
i the stretehiod state to produce permanent set.

Changes i nebworke streture; this resulis

Nome or ol of the processes can take place
togethor and may result inon very large amount of
hysteresing under these clreumintanees 10 may he
ditfienlt o store any appreciable amount ol eneigy
e rubber networl, Processes (1) and (4) e
well docnmented and this paper s confined o
dencribing e some detadl processes (4 and (1) al
Lo i lemwer ex bl process ().

Fhis paper formed G basks of o leotare prosented ab the annoal eonferense of the Geoape Praigats de Bhdelogle 1 Paris,




Hysteresis due to breakdown of filler structure.

: black

Dynamic experiments on rubber-carbon
ms in the rubbery elastic regions show that a
Wn‘ it hysteresis exists at low amplitudes
n. This hysteresis arises when the

32% vol of HAF black

L L
0.01 0.1 1.0
Amplitude of oscillation
Fig. 1.~ Dynamic Modulus

de of Oscillation for Butyl Rubber C mllzumng
Several Concentrations of HAI Black

Clay +wcter

Bentonite

three-dimensional network or aggregate of filler
particles is broken down and reformed during th"
imposed oscillation. The dynamic shear modulus
of a rubber can be expressed as

G=G +jG" o

where G’ is the modulus in-phase with the imposed
force and G” is the out-of-phase modulus. The
breakdown of filler structure results in a fall in
modulus and by plotting G’ against amplitude of
oscillation (Fig. 1) it is clear that increasing the
[High  Abrasion Furnace (HAF)
carbon black] results in a larger fall in modulus
with increasing strain. At small and large
maintains a steady
value and hence the in-phase modulus may be
values Gy and G's for small
Values of Gy
depend markedly on carbon black type, giving high
values for fine carbon blacks®.

filler content

amplitudes of oscillation G’

characterised by finite
and large amplitudes respectively.

The out-of-phase modulus, G, the hysteresial
component of the shear modulus, passes through a
maximum in the region of strain where the m-phm
modulus changes most rapidly.

This fall in modulus with increasing amplituds
of oscillation is attributed to the breakdown of the
aggregated filler Similar behaviour
shown by other rheological systems'; for examp
bentonite and stockalite clays form three-di
sional structures and mixtures of these clays
water, examined in the same way, yielded
results shown in Figure 2. A more stri ing exat
is the effect produced by swelling erystals of phen
naphthalamine (P
into the rubber a
evaporating  off
solvent,  The
forms fern-like
structures in
ber, Figure 3,
deforming this sy
the results

structure,

Amplitude of oscillation

Amplitude of Oseillation for 13

Fig, 2. — Dynamic Modulus vs.
and S Clays

10 are an;
those  for
plus  carbo

o Q0B s

Ditferent Amounts of Water

(Fig. 4.




Iig. 3. Photograph of Fern-like Crystals of PBN in Rubber

RUBBER +PBN
16.81% PBN

1

Dynamic modulus x 10 dyne em?
S

(S}
o

0.0001 0.001 0.01 0.1 1.0 10

Amplitude of oscillation

ig. 4. Dynamic Modulus vs.
Amplitude of Oscillation for Natural Rubber Containing Different Amounts of PBN Crystals
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2,2 Hysteresis caused by change in network confi-
guration.

The break filler structure in rubbers is
“’; be :lnl:lv:ltnlcomplole at strains corres-
ling to about 509 in simple extension.
ver, it is well known that filled rubbers A‘.Xhllill
enon of pronounced stress softening ‘ul‘
(Mullins effect)®.  This effect decreases

30% vol. HAF

If it is assumed lllll{ l||«" \'\llclunizcd
currounding the filler particle is an 1solopic
s ng the same properties as the i
without filler, and, furthermore, adheres (o
filler surface, expressions have ln.-t‘n derived relaf
the elastic modulus £ of the f:lll'::ll |:llhber to
modulus 12, of the rubber matrix!01,1%

continuum ha

E 1, @ (c)

where ¢ is the volume concentration of the filler,
where @ (¢) is equal to 1 + 2+5¢ 4 141 o8
particles.

i

spherical

10 vol. HAF 0% vol HAF

Strain

Fig, 5.

12 First Extension curve; 25 First Retraction curve; )

is only approximately 50 % of the force
quired for the first extension, Previous (heories
Purporting to explain the Mullins  effect have
Suggested that rubber to filler honds either break or
slip along the surface of (he filler particles,, f,

however, unfilled and filjeq rubbers are highly
extended by the same stress, retracted and then
extended

again, the reductions in stress are

. Figure 5 compares an unfilled natural

rubber  vulcanizate with the same vulcanizate

filled with 20 and 80 phr HAF when initially stressed

1o the same level and shows that the stress softening
T in cach cage,

very

210

- Stress vs. - Strain Curves for NR Gum, NIt b 10 %

i Second Extension curye;

o VOL TTAF and NR + 30 v, vol. HAF

1+ Second Retraetion curve

These and similar equations are strictly
relevant to modulus determinations made at sn
deformations where the strain is proportional
sl AU higher deformations the relation b
stress and strain js non-linear, bul assu
strain function to be the same for the unfilled
filled rubbers, equation (2) can be rewritten as
LA
f(e) ©
where o is the stress and e the strain and the s

refers to unfilled vuleanizate, Thus if the
nizates are compared at the same stress lev

D (0)

L)
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Muruss and ‘l}\m\"\“. It s am
ﬁhh‘mr&-\n black interaction,

slippage of rubber to rarh:" hhck. :
The hysteresis due to stress ening 3
be .\:\;ocialal with the mb!utr network
This was examined by studying the stress

. filled- vulcanizate
TR n:::nn in the unfilled
ol rabber vabamiztes v
but filled with 60 phr. of many
carbon black were examined by
Mesting sequence dllustrated in

= & Over-recovery.
4/

# Polysulphide vules ©) Carbon-Carbon
1d: Finst extension (dry); 17:First extension (recovered):
24 : Second extension (dry); 2 r: Second extension (recovered)

is plotted as function of the in natural rubber cured by three

nizing systems. These svstems wereM

@) sulphur cure to produce
crosslinks and,

b accelerated sulphur mn'
minantly polysulphide cro
€ dicumyl peroxide
carbon-carbon crosslinks,

ol



Samples of the above vulcanizates were stress
ned by performing three successive high str
I'he softened rubbers were
wen swollen to equilibrium in benzene and the
subsequently evaporated in vacuo. In
o cases of vuleanizate with crosslinks of types (a)
d (0), all the stress softening and the associated
set » were recovered by this treatment as shown

stress

cycles.

solvent

Figure

o This complete recovery proves that
wetwork chains or crosslinks had been broken

crosslinks, the shortest lengths  become

extended at relatively low bulk strains,
short chains cause parts of the

highly
These
associated network
to move non-affinely through the rubber matrix.
When the deforming stress is removed, the network
is unable to attain its original configuration casily.
When the sample stressed a second time part
of the chain network is already in a preferred orienta-
tion and therefore a smaller force is required for
extensions to the same initial strain.

100
s o
g 10|
S
&
=
a
S
>
&
3
&
1.0
o1 - L
0.01 0.1 1.0 10 100
Energy loss J.cm™
. 9. Energy Input vs. Hysteresis for a Number of Synthetic Rubbers

in the original str oftening process. In the case
of the type (b) vulcanizates only partial recovery of

the stress was possible. This partial recovery can
be explained by the labile nature of the weak poly-
sulphide crosslinks which readily break under stress
an can reform in the extended rubber. The extent
of stress softening in the polysulphide rubber was
only slightly larger than with monosulphide or
carbon-carbon crosslinks, so that the energy loss
due to breakage of polysulphide links is small.

Nevertheless, the energy loss due to the st
softening effects, apart from linkage breakages,
is large in all three vulcanizate systems.

As crc
invoked
another

link or main chain breakages cannot be
an  explanation of stress softening,
probable explanation is that, because
there is a distribution of chain lengths between

as

RENGTH.

Errect oF ny

The energy loss, or hysteresis, at break was
determined by extending a sample of rubber up
to the pre-determined breaking strain, retracting
at the same strain rate and then measuring the area
of the loop between the extension and retraction
curves. The energy density, or work done, lo
break was evaluated by measuring the area under
the extension curve. Values of hysteresis () and
energy density (Es) were thus obtained at broalf
for temperatures ranging from 400 C to + 14(}0 C
for several different rubbers and by plotting log 'h Vs
log H a linear relationship equation (1) was obtained,

Ep = k H¥Jy (&)

which applied to all the rubbers examined (F.iy. 9.)‘
iquation (4) is in fact a criterion of failure since if




i i hysteresis to the

\W‘ evalua t The importance of hy
breaking mu? r:le:u:n toughness of a polymer h-s.beqmbe ;
2 5y simple relationship that exists twee- ’

\ Its A study of the energy loss mechanisms
bt lines drawn through the ,"S.',':,‘ sociated-enery chenges ALA :ccum
gl i 2 is stressed is thus necessary to unders
rom different rubbers do not supe- is :' u——
If the lines in Figure 10 are the fai

&

.
e\

SBR— \
suTYL —\\
\
\

\

L !
o1 10

1

10 100 1000
Energy loss J.cm~?

Fig. 10. — Energy Input vs.

Hysteresis showing Difference Between Rubbers

e point at which Ep — H, then
equation (4) can be determined,
U for each rubber. At this This work forms part of the g
Trequired to stretch the rubber research of the Natural Rubber Producers’ R
presents the maximum amount

Association, and the authors wish to
absorb before failure and in

the assistance of Mr. R, WHITTAKER in
S to the glass transition mental work.,
This i

e1gy
ded experimentally, and possibly
energy density of the rubber, REFERENCES
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APPLICATION DE LA VISCOSIMETRIE SUPERFICIELLE
A LA DETERMINATION DES ENERGIES DINTERACTION
ET DE DEFORMATION MOLECULAIRES ()

par M.

JOLY

IRECTED R BCIRNTIFIGUE AU €5 %.8,)
(SERVICE R WIOVIYSIQUE, INSTITUT PASTRUK)

RESUME
\pres avoir rappelé la définition de la viscosité
perficielle et le principe de sa mesure lors de
yulement  laminaire des h

laires étalées 4 la surface de I'ean, on montre
va partir de la théorie générale des processus
ictivation on peut déduire de ses valeurs expé-
nentales les énergies d'interaction moléculaire,
Ceci résulte de ce que lu molécules d’eau
idjacentes aux group 1 i

ne couche superflcltllc sont solidaires de celles-ci
lans leurs déplacements, et que Fon peut caleuler
lirectement leur contrib 4 I'énergie dactivati
coulement de la couche monomoléculaire, 11 est
s lors y ible d’atteind, par I éri " gi
Factivation d'écoulement des molécules de la mche

de définir une énergie de cohésion interne apparente
de ces macromolécules, On en donne & asser, nom-

breux ples dont on discute la signification
physique,
INTRODUCTION

La rhéologie classique udie les déformations
des systé 4 trois di i qu’il f‘qﬁuz de
mnluzux ti ou  di th ou
hétérog Les probl qneﬂt pose “dans les
cas g devi t rap L trés com-
pliqués,

cs "

On peut un cas i phus
simple en envisageant des wymmaﬁ duxm
sions, tels que les L riicielles ef les conchu
interfaciales, ()nenamumuiuilédtvd‘mlﬂ
théol rlicielle qui étudiec les déformations

‘t d'en déduire la valeur de V'énergie d'|
cotre chacune de celles-ci et Vensemble de ses
oisines. Cette détermination a été faite pour
diverses séries de composés aliphatiques 4 longue
haine et des conclusions en sont tirées sur la nature
des interactions,
Dans le cas des macromolécules, les valeurs
les de la viscosit -paﬁddc sont

expéri

dgspbmwperﬁcnﬂu. Cest-b-dire des phases
constituées par les couches monomoléculaires
adsorbées aux interfaces gazliquide ou Nquide-
liquide. :
La notion de viscosité superficielle a été
ialmd-juzuﬁwkdaiadbruﬂ':‘“:
nilbnrmﬂﬂ‘m!’w

Des mesures précises n'en

presque toujours
de mnmhrwmﬂ”mwﬁ
“nvisager le déplacement des divers monoméres
dumw&mkbus”m-xml.a
cnergies d'activation correspondantes caractérisent
hwummumum

e 2

lnpri-u depuis une trentaine d'années
classique,




I'étude

sherche pour
ent de recherche | g Y,
ument viscosilté

mesures de sc
t un moyen d étude

comme un instr
des films superficiels. Les -

ici i o) offe
::éper‘sfrl;lilbelcm:f:'uc‘(:(lllrl:‘; \ muuunml&-u]zy es .| 1‘|:
Ens particulior, elles punnoil(;nl v.fh.l »(It‘ifl"”l‘l‘;.lll:i(l‘
avec une approximation satis n:x.m \H ; w],:,;
d’interaction entre les mul.éculus d'un | i l] ,‘]MOF_
ficiel, ou d'évaluer I'énergic upparvnvu "ug S
mation des molécules d(*‘ hauts polymeres ¢la
en couche monomoléculaire.

Dans le présent expos¢, nous nous Iimil,ur(lmz
aux phases superficielles & I'interface ai «éflxl,ll[? us
pﬂ'écisémenl, aux couches monomolécu Al‘l (.,
insolubles, donc formées de su])slnnccs”dc (',0[}5[1"
tution chimique telle qu’elles peuvent s t-lal(‘ry a la
surface de l'eau sans se dissoudre (molécules
‘amphiphiles). Dans de telles couches, on .est en

nce d'un ensemble de molécules toutes orientées
de la méme facon et réparties uniformément dans
un plan. Pour une densité superficielle .(]()llfl(‘(“
‘paisseur de la couche est constante puisqu’elle
ne comporte qu'une molécule. C’est ce qui permet,
‘par simplification de langage, de parler de systeme
4 deux dimensions, bien qu’en toute rigueur une
telle expression n'a pas de sens physique.

Il a été montré expérimentalement [2], [4] que
les molécules d'eau qui sont immédiatement au
contact des groupements polaires des molécules
une couche superficielle en mouvement sont
entrainées par ceux-ci et se déplacent exactement
4 la méme vitesse queux. Il en résulte que lors
d'une déformation de la couche superficielle dans
son plan, chaque unité cinétique est constituée
- par Pensemble [une molécule de la couche -+ les
molécules d’eau solidaires| et non simplement par
une molécule de la couche insoluble. Rappelons
que Ton entend par unite cinétique d’un milieu en
€écoulement I'élément spatial de ce qui,
lm?‘de.l'écoullemenl. se déplace par rapport a ses
vom{ns immédiats sans se déformer, donc comme une
particule solide,

milieu

‘ll ¥ a lieu d'insister sur le fajt que
la Viscosité d'une couche monomolécul
e,nwsager le cisaillement dans le plan d.
Cest-a-dire Je mouvement relatif
cinétiques se déplacant parall¢
autres dans ce plan.
considérer sont

pour définir
aire il faut
e la couche,
de files d’unites
lement les unes aux
4 ]Les gradients de
onc dans le pla 4
non Perpendiculaires 3 ]L?elluLi-pldn b
VISCosité  superficielle @ est
un petit élément do dy de

vitesse a
couche et
ci. Le coefficient de
défini comme suit

la couche s'¢coulant
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dans le plan xy a la vitesse u (y) dans la d

st soumis de la part des éléments de couche
£atd s eaal d*u

A une force resistante égale a p diidz‘

dimensions de p sont MT-L De la part de I

supporte la couche, T'élément dxdy est

A une force égale a 7 (\(:llzl)podx dy, z é
direction perpendiculaire au plan ay et 4 la
de I'eau.

Les ¢quations de I'écoulement ont été ¢
dans divers cas particuliers, ce qui a pe
développer les différentes méthodes expéri
de mesure de la viscosité superficielle [1], [

VISCOSITE SUPERFICIELLE
ET ENERGIE D’INTERACTION MOLECUIL

Une théorie de la viscosité superfici
développée comme un cas particulier de
d’activation [6] et a conduit a une relati
forme

Ar
h ke

==
! G ’

oi ¢ est l'aire moléculaire de 1'unité
T la température absolue, k la cons g
Boltzmann, h la constante de Planck, et AF
libre d’activation d’écoulement par unité

Dans une premiére approximation, on
que toutes les unités cinétiques de la
identiques. La relation entre I’énergie
tion AE et Iénergie libre d’activation
donnée par

AF = AE —KkTlog '}1 ;

oi fi et f sont les fonctions de dist
molécules en écoulement, respectivemen
active el dans I'état initial [7]. On a, se

et dans le cas des couches condensées
peu de o. 11 est done permis, pour ce



onomoléculaires, de remplacer AF par A E avee
approximation suffisante [5], [8] et d’écrire

dans le ¢

con s des couches diludes, il n’est
us possible de négliger le terme entropique dans
gie libre d'activation d’écoulement. C'est

»i nous nous limiterons ici au cas des couches

L que les molécules d’eau immédiatement
avec les groupements polaires des
me couche superficielle sont entrainées

cux-ci et se déplacent a la méme vitesse qu’eux
t a distinguer deux termes dans A E :
AR

A'fe S

emier relatif a la couche proprement dire, le
second concernant les molécules d’eau qui lui sont

lement liées.

Un modele du mécanisme moléculaire de I'écou-
ent laminaire des couches superficielles a éte
yposé [9], qui permet de calculer les deux termes

A E. peut étre évalué a partir de la valeur de
d’interaction entre une molécule de la
t I'ensemble de ses voisines en admettant
ue dans les couches condensées (liquides ou méso-
rphes) les molécules sont distribuées en un
lasi-réseau hexagonal. En effet, I'énergie d’acti-
vation d’écoulement A E,, qui est I'énergie nécess Aire
er une molécule de la couche d'une
position d’équilibre initiale & une position d’équilibre
voisine, peut é&tre décomposée en I'énergie AE,
nécessaire pour faire dans la couche monomoléculaire
un trou out puisse venir se placer une molécule,
et en I'énergie Ak, nécessaire pour faire passer
une molécule de sa position d’équilibre initiale .;‘1
une place libre voisine. Si, dans une premicre approxi-
mation, on néglige d’éventuels changements de
configuration de la molécule lors de son déplacement,
A K, se réduit a Vénergie de déformation du que Si=
réseau, A Eq, et a I'énergie de translation de la
molécule, A Ey. En désignant par W I'énergie d’inter-
action entre une molécule de la couche et 'ensemble
de ses voisines, on a sensiblement A E, = W, e,
dans I'hypothése précédente A Ep # 0,15 W. Dol
AE. # 1,156 W,

énergie

uche e

our faire pas

—.o18

(‘U“ﬂl‘,c a(l;“z,];::‘L‘:t“m(i‘"lé: rz‘lirﬂm‘mf‘mcnl analogue 4 la
. par le film monomoléculaire
lnml\fl)le [10] conduit a Pexpression de A E, er

fonction de Taire oceupée par une unité ('in(::i( u:‘
dans le plan de la couche. Dans ce caleul de A E ](cx)
on a pris 3,84 A comme distance r(»lirulniro’sdc\‘
molécules d’eau au contact de la couche, et dans l;l
masse ol la structure est tetraédrique on a
pris 2,8 A comme distance des quatre plus proches
voisines, et 4,2 A comme distance des douze suivantes.
La chaleur de isation de Teau a 1000 C est
prise égale & 538 calories par gramme.

Pour les couches condensées de molécules de
faible aire moléculaire (¢ < 3 - 10-15 cm?), on

a
I'expression

1

AE; = 1,115 x 101 6*(1,24 x 105\/c — 3,84)

x [6,77 x 10-2 — (4,48 x 108y/c — 3,84)""
qui permet de construire une fois pour toutes la
courbe A Eg (o).

Pour les états condensés de couches conslituces
de molécules présentant
culaires (¢ > 6.10-1° cm?), on a une expression
beaucoup plus compliquée

de grandes aires moleé-
ATB = B2 501 0ae

2
W (1,24 x 108y/c— 6,64 = + 28)
=

\S(u‘m: 2.8) 2 (248 X 108/ 6,64z +28) 2

z

LY (1,24 x 108y — 6,64y + 28)
Ul: 1
« [1.24 % 1080 — 332 (y + ) + 281

98]

x ([332( + 2

248 X 108\/o— 3,32 (y + 2 + 238

))
\
avee
1,24 x 108Ve +
Aipeme 6,61

i ises entre 3¢ 10-18
Pour les aires moléculaires comprises Au\ln 3 1‘0-
¢L6 - 10-15 on a une bonne approximation de AEgen
prenant des valeurs intermédiaires entre celles don-

nées pour ces valeurs de o par les deux expressions.




trés grand, on 4 une upprnxlumvltuu
Limitant lﬁ.déwlﬂmwuu-m 4z <3

e pour les aires moléculaires comprises
el 101 em?, on peut se contenter de la

BB, #8104 9 x 101,
moléculaires supéricures 4 10-1% cm?

CM
o
o
e 2 25 2 17
lmm«- d'acides gy
“alls ur 15C1 0,01 N P

R170C; C,,, acide pentadéeylique i 250 c
YA 17°C; a2, C;
Cis, acide Séarique i 200

.l“uhirq comprises entre 1013
prendre, avee upe approximation

intermédiaires entre celles
les deux

relations approchées

—220

Considerons d'abord, parmi les com
ticues, les acides gras & longue chatne, P
ln viscosité superficielle est newtonienne, o
pratiquement indépendante :Iv.lu Vitesse
lement dans les conditions de I'expérience,
des données expérimentales de 1o viseosis
ficielle 5], [11], [12] on obtient pour
d'interaction  moléculaire, lorsque cos ae
sont étales sur HCLO,01 N, des valeups
[lgure 1 montre des exemples, 1'étude »y!
de la viscosité des couches ool
fonction des différents paramétres physico-¢)
permet de préciser Uinfluence de "f“x‘d
energies d'interaction moléculaire, 'est
la comparaison des valeurs trouvées
stéarique sur HCLO01 N et HCL 0,001 N
Vinfluence du degré  d'ionisation du
polaire. On  constate que Vénergie  d'ing

augmente avee le degré d'ionisation Pour une
valeur de V'encombrement moléculaire, Fy
sant qu'a aire moléculaire égale i 0y a
changement appréciable de configuration de
en fonction du pH, on trouve upe aug
d’énergie d'interaction entre Jes groupements
lorsqu’on passe de pii 2 et PH 3 qui varie ray
avee V'aire moléculaire -

o 20 Az 21

AW 400 calories 200
La comparaison, 4 aires et températures
des différents termes de la série
ne fait pas apparaitre dans la variation de
la Jongueur de chaine un incrément  déf]
que les configurations
des molécules aliphatiques, méme pour o et
dépendent de |y longueur  des chaines,
w'est pas pour surprendre puisqu'il faut oatte
a ce que la déformabilité d'une chaine s0it
de sa longueur, Ce sont les  mémes
expliquent que pour I'acide palmitique
HC10,01 M, Iénergie W, dans [I'intes
moléculaire 2226 A2, soit de 200 cal
Elevée 4 250 qu'a 17°C, tandis que p
myristique on n'obseryve pas un tel effet de
rature, 11 est vraisemblable que ce sont ég
les différences de configuration et de d
des chaines, done de possibilité plus ou
4" « enchevétrement partiel » qui ex|
toujours sur HCL0,01 M et 4 égales
température et do Vaire

Petit pour I'acide oléique que pour I'acide m

CH,. Ceci suggere



[ plus grand pour
Lur Vacide palmitigue. |
. utervenir d'importan
ration wur?‘lm
o moléculaive, W oSt
v exemple pour Facide
. dans 1'état liquide, ou pot
cut mesomorphe dilaté),
figure 2 donpe quelques va
i+ wux aleools 4 chaines longues, I
ot de ces couches, comme eelui
e u longues chaines, n'est pas mewtonien,
Jeurs de u sont fonction de la vitesse de

et superficiel, Les valeurs de W portées ¢

. lipure ont €16 obtenues par extrapolation 4 \

ot de vitesse nulle (5], En ce qui concerne les s
7%

o on constate que les variations de W, 4 o
i en fonction de la Jongueur de chaine sont
plus importantes que dans le cas des

i
e W
» . . 0 o 7
grande différence d'énergie dinteraction, interaction moléetuine
5 s
brement moléculaire égal, entre les alcools %mm-—w

scides gras, peut éire raisonnablement attribuée 6, iricaproine 2 20° C; 8, ircapryline i 20°C;
e grande part aux polaires, 10, iricaprine & 19,5° C; 12, trilaurine & 16,257 €

groupements
¢+ les molécules 4 18 atomes de carbone, elle
Venviron 1500 cal/mole dans la région d'aire cas, Jes ponts H ne peuvent se former entre deux

» ¥

keal pements carboxyliques. Or, dans les couches super-

moléculaire 20-21 k :
pour les aleools ¢
probabilité relaty
lizisons hydrogéne
molécules vo



Mol

configurations
wo ~m\‘ ©

s |~»&:\n\~\ Qqut
* Vean hl‘ de Détalewent &
a compression @ bk
t de cette molecule
dos divers groupements
est suifisamment grawde ¥
Sen detache sous Naction do
W est soumise. 1 ¢
¢ Feste relativement gre
s de ha conche tandin
etre cos mokcuks de
de colle des wokew
voilsia mals we possedant ¢
Qest ko cas, par ex
dethyle on de lacide o
Avee ko promier de ces

on A & WPC W =363
004 avee lo  second  otalk y
on trouve, & 20,30 €, W = 3 600 calovies

03 A
dassez grosses molecutes  oyely
telle gquelles peuvent s'et
monomelicnlaires stables, of qu
A contact avee la swiface de lean pa
Mo de lours groupements polaires fors de
des conches, on doit s'attendie agalement
‘des ¢mengies  dlinteraction molecn
Bibles, Clost co qui se produit,

R
elles

pav

des polypeptides oyeliques |14)

guavee la gramicidine J, (hepta
Slakke & 13°C sur i\\*l\"l AR
pour ¢ = 140 A2 ot W = 7300
@ = 1233 A% avee la fungisporine
tle oyclique) talée A 149 C sur KCLO01
30 calimole pour & — 240 A2 et W — § 130
@ = 1933 Ay

mm sm'umclm:
ILITE DES MOLECULES

VU plus haut que, pour des unites cine
wmx quast  compact, e

orolt assoz rapidement avee o, 1l faut
A une oroissance s grande de la
dos couches condensees lorsque
augmente. En particulier, dans le

NR2

wnolecules dont I
sablement
sation, des valwrs exb
A viscosité superficiclie

ATV

s QW
Celle contrad
trque oSt i
chagque fois “

acrornolecuies,

(N on pat 3
reRt  SONS

Athon Uu\\ll\h\ll\¢ th
wiecnley  ctalkes &
on considRie §
chaque gronpe ¢
A0l awx .
likey,  comme

¢ ocoupant ¥

par wn cakenl idient
W dactivation d
‘ action mokewkive,
cromaleonies lakes on \\W\»
de  deformation ot wae

mterne

Par definition on appelora Snoigie
apparente  de  deformation, A B,
moleenle la partie non due aus ¥
de  Dlonergie  dlactivation &% !
conche formee d'uaites clnetique dWe
la visconite superficielle aurait 1a mwe
colle de la conche du hant polymers,

res)

toment

d'activ

hésion
canaion

On a
ARy = AR —ABY
avee A B, delini par
Awe
LES
hmge



L valeur expérimentale de la viscosité de la
onomoléculaire, et

A Ers = A Es (o0

. lement, on appellera énergie de cohésion
¢ Wy, d'une macromolécule I'énergie
avoir entre des unités
es d'aire pour que la viscosité d'une
nonomoléculaire formée de ces unités soit
¢ trouvée pour la couche du haut polymére

a donc

apparer

tion qu'il devrait

or

Wy = 0,87 A Ep:

ne faut pas perdre de vue le caractére conven-
nel de Elles permettent de
or el de classer les macromolécules mais
» sont que des valeurs « apparentes », ou mieux
valentes » puisqu'elles correspondent & des
wurs appartenant a de temes fictifs plus
les que les témes réels mais qui présentent
méme viscosité superficielle.

ces grandeurs.

I.e choix de ces grandeurs ne se justifie que dans
nesure ou il est légitime d'assimiler la déformation
fune macromolécule & I'écoulement d'un liquide
© trés haute viscosité dont les molécules seraient
les monomeres constitutifs de cette macromolécule.

¢tats trés condensés de certaines
couches de hauts polymeres, c'est-a-dire lorsque
l'aire par monomére est trés petite, les valeurs des
cnergies équivalentes calculées sont a peu prés les
mémes, que I'on prenne comme unité cinétique
fictive le monomére ou un groupe de deux ou trois
monomeres, lorsque la viscosité superficielle de ¢
couches est tres élevée. Cecl apporte en une certaine
mesure une justification du choix de I'unité cinétique
fictive. carls  s’accentuent lorsque la com-
pression de la couche diminue; A Ey, et Wy, décroissent
lorsque T'on augmente le nombre de monomeéres
associés dans une méme unité cinétique. Clest ainsi
que pour des couches de nylon 6 (poly-e-capramide)
de poids moléculaire 17 300 étalé a 200 C sur I'eau
distiliée [15], lorsque I'aire par monomére est 7 As,
on_trouve, comme valeur de Wy, 19100 ou
18700 calories selon que 'on prend dans lunité
cinclique un ou trois monoméres. Lorsque laire
par monomére est 25 A2, les valeurs correspondantes
de W sont 16 100 ou 15 300 cal/mole. Dans le cas
de couches de polyméthacrylate de méthyle étale
4250C sur Peau distillée [16], pour une aire par
monomere de 20,3 A%, on a W — 13200 cal/mole

Pour les

Les

223

en  prenant
et W
Ainsi qu'il y a lieu de s’
déformation et
monomere, croi
la

un - monomére par unité cinétique,
12400 cal/mole en en prenant trois.

v altendre, les énergies
cohésion, ramenées & un
ent trés vite avee le degré de com-
couche puisqu'il en est de méme
sité superficielle pour des systémes aussi
différents que le stearate de polyvinyle étalé sur
HCL0,01 N, le poly-y-benzyl-L-glutamate ou le poly-
méthylmétacrylate étalés sur 1'eau distillee [17-|§l}.
Ainsi, pour un stéarate de polyvinyle de degre
de polymérisation 240, a 250 C, Wy, croit de 7860
A 9750 calories quand o, décroit de 50 a 27,5 A2

de de

Wp | keal
P-a-AA-
12
1 2
8
0 »
10
9
9 6l
10 20 30 22
Fig. 4. wrente de cohésion int
de pol au di o AL 2

minocapriques
¢ poly-DL-x-aminolaurique.

Pour le poly-y-benzyl-L-glutamate & 200 G, Wy passe
de 8 850 & 10 550 calo lorsque I'aire par monomeére
décroit de 28 a 23/ Pour un polyméthylme-
tacrylate de degré de polymérisation 1 000, a 350 C,
Wy décroit de 15600 a 12750 calories lorsque op
croit de 17 a 23 A% Dans les mémes conditions
de température et d'aire moléculaire, un polyme-
thylacrylate de méme degre de polymérisation
présente des valeurs de Wy, qui sont seulement 9 900
el 9 350 calories, ce qui montre la grande influence
des chaines latérales sur la  deformabilite  des
moléeules de hauts polymeres. La figure 4 fail
nettement ressortir ce fait dans le cas de poly=-Dl-a-
amino l'eau distiliée a 250 C.
L'¢énergie de cohésion interne apparente, & aire par
monomere constante croit trés vite avee la longueur
des  chaines latérales, 'augmentation d'énergie

acides ¢talés  sur




H, étant d'autant plus grande que la chaine

M‘ { ére donné, la déforma-
’!:!rlgedl::ryém;:e polymérisation. En
Ja cohésion interne apparente ne Crol
avec le poids moléculgnrc_. .}msx,
polyvinylique [18], étale a 250 C iur
de facon que l'aire par ‘mnnomc.re
Wy croit de 9700 a 10150 calorlgrs
degré de polymérisation passe de Iqh)J
Quand Iaire par monomére est 14 A2,

croit

PVA o
\/ 12
\/]4

16
" . i
5 20 25 ToC

gie dactivation de déformation apparente
de polyvinyle étalé sur HCI 0,01 M

en fonction de la température
e par monomére (valeurs de or en A%)

espondantes de W, sont 8650 et
Avec l'acétate de polyvinyle étalé
N 4 250C dans des conditions telles
‘monomeére soit 12 A2, les valeurs de Wo
ent 9150, 9700 et 9 850 calories
de polymérisation de 467, 2540
o =16 A2 les valeurs COTTespon-
sont 7700, 8100 et 8 550 calories.
25 mesures a différentes températures,
vec certains corps I'énergie apparente
ne dépend également de la tempé-
on le voit sur la figure 5 relative 4
Facétate de polyvinyle de degré de
‘moyen égal a 2540 étalé sur

SO

HC1 0,01 N [20], I'énergie d'a;ti\'aﬁon de d
apparente passe par un minimum vers 20
que soit I'aire occupée par monomere
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