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La publication des Cahiers
au moment o cette collection
disparition a été unanimement regre

paraitre & nouveau les Cahiers sous une forme A peine
le nom de Cahiers du Groupe Frangais de Rhéologie.
continuité de ses recherches. Tel n'est pas cependant notre

L'originalité de la Rhéologie est dans sa diversité.
secteurs aussi distants les uns des autres que la m‘hﬂwﬁ.
peintures par exemple, mais encore les études rhéologiques
d’origines trés différentes : physiciens, chimistes, biologistes,

que les Cahiers permettent aux uns et aux autres de se compr
du rapprochement de leurs points de vue jaillissent de nouveaux
ses applications.




MODELE DE BINGHAM GENERALISE
ET RHEOLOGIE DES METAUX USUELS (1)

par J. LECLERG
Ingénieur de Recherches a IONERA

_—

INTRODUCTION

Les analogies de comportements d’une éprouvette
cylindrique soumise a des efforts axiaux, et du modéle de
Bingham que nous généralisons tout en conservant sa
simplicité, s’étendent qualitativement, comme nous le
montrerons, A tous les essais axiaux fondamentaux.

Le su,

de ce modéle dans les principaux tests, allié
4 la simplicité de sa définition, en fait Vintérét. Ces résultats
incitent tout naturellement 3 le perfectionner, sans trop le
dénaturer, pour améliorer encore la qualité des analogies.

Nous montrerons plus précisément, aprés avoir défini
le modeéle de Bingham généralisé, que I'écrouissage, Thysté-
résis dd aux contraintes résiduelles, et en particulier effet
Bauschinger, d’une part, le comportement viscoplastique
et les lois de fluage d’autre part, peuvent étre interprétés
honorablement par ce modele simplement défini, comme nous
allons le voir, par une fonction caractéristique et une
constante.

DEFINITION DU MODELE DE BINGHAM

Nous appelons « modele élémentaire » de Bingham le
modéle représenté ci-dessous,

A
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Fig. 1

e e

(1) Conférence au Groupe Francais de Rhéologie
le 19 novembre 1964,

Ce modéle est constitué d’un ressort de nkkur Pprise
égalea L, N désignant le nombre de
o modeles élémentaires
contenus dans le modéle de Bingham proprement dit; en
série avec le ressort et en Pparalléle 'un vis-a-vis de l’lﬁ“
un dash-pot et un patin. Nous désignons par €, le
déplacement du piston par rapport au cyllndre;f,. est
compté positivement de O vers A (fig. 1) de méme que
le déplacement ¢ de A, attache mobile du systéme, Vautre
attache O, étant fixe. On désigne par $ la force s’exercant
sur le piston; elle est par hypothése Proportionnelle & i‘,
le facteur de Proportionnalité est choisi égala 1, Le patin
dont la vitesse de glissement est aussi égale a c',‘ exerce

sur Pextrémité libre du Tessort une force constante égale a

ﬁi, caractéristique de ce patin, et qu signe de éy;. La

tension du ressort est en valeur absolue égale au moins a

"—;“ il y a glissement. Si cette tension a une valeur absolue

inférieure, le patin entraine le blocage du systéme patin-
dash-pot.

N.B. — Le choix de I'unité pour la raideur du modéle
complet et pour la constante de chaque dash-pot est loisible
quelles que soient cette raideur et cette constante d’amortis-
sement (choisie égale), avec des unités convenables de temps
et de force (ou de longueur) ce choix ne se justifie que par la
simplicité des formules définissant le comportement.

La mise en paralléle d’une suite discréte de N modéles
¢élémentaires ne différant que par les grandeurs p; constitue
le modéle de Bingh prop dit. Rien n’ de
ranger les modeéles élémentaires suivant des valeurs non
décroissantes de . Soit n(g,) le nombre de modeles
€lémentaires de méme valeur ; et posons : n(p) =nly)
pour py Kp<pyyq et 'Qp) = 20D gvee N = Zn(p).
La fonction ©(p) définit Phistogramme de distribution
des py.

Nous appelons modéle de Bingham généralisé la limite
du modele discret lorsque © (@) devient une fonction

s Biads




4t2). On introduira

aon . dans l'intervalle (#1, S
S Ce sera une fonction

o = i O (po)
m<A

Jans le modéle géneralisé.
s comportements d'une

une comparaison de
du modele de

de métal usuel et
pondre par égalité :

établir

cylindrique
nous faisons corres|

néralisé,
(positif de O vers A), au
14

la contrainte axiale nominale ¢ = —

total T appliqué

» section initiale So) et du module

commun a tous les modeles

relatif ¢ de l’éprouvette.

allongement

une telle schématisation ne donne

action de Poisson;

1y de lintervalle des valeurs
, 4 l’allongement correspondant
lative 4 1’état recuit de I’éprouvette).

8.

d) la plus grande valeur Tz de Pintervalle précédent,
ngement lors de l'entrée dans la zone de fluage

a 1lo;

secondaire.

Enfin, il est essentiel de supposer que I’état neutre du
modeéle dans lequel toutes les tensions des ressorts sont
nulles, correspond a I’état recuit de I’éprouvette.

Nous allons maintenant établir les relations existant
entre les grandeurs précédemment introduites, lorsqu’on
suppose que I’état initial est 1’état neutre et que T a un
signe constant. Les forces d’inertie ne seront pas prises en
compte dans le modéle. On comparera ensuite les
comportements dans les trois essais axiaux fondamentaux :

B 1. Essai de traction simple a vitesse de déformation
€ Gl

2. Essai de relaxation dans lequel la déformation € est
bloquée ¢ = Cte.

3. Essai de fluage & contrainte o = Cte.

RELATIONS FONDAMENTALES

Soit A(t) la plus grande val )
eur de
Vinstant t par un i

€/(t) monotone,
i Soit t () la fonction inverse de i
Vallongement. ressort et du

glissement du patin dans une évolution

t
ane= | )w(u,.t)dtfu{
i

t(p
Les glissements naissants se feront
sorte que @ (A(t),t) =0 d’olt il résulte

1,1% € =

et par conséquent :

18 €= A=

pour p<A(t) .
Exprimons, d’autre par

des efforts appliqués aux 1

des tensions des ressorts des:

1
w2 T=3, [;q,m
B <A

ou :

b

[ ¢
(1,2)  Tesssl [fP(Q %
o :

Cette formule con:
de Bingham, I’intégrale é
Intégrons par parties et
ilvient: (L,3) T
avec la définition :

efe

En dérivant
avec (1,3) il vient

(1,4




ESSAL DE FLUAGE A GONTRAINTE CONSTANTE
P (A N\ - ,
o Q ( (; =T, = Cte) 5
O TN definit Ta courbe d'éeronissage o(6) A vitosse
fnfiniment petite. Pour un matdrian fustiolable du modsle, On suppose comme dans Vossal do Wﬂ
fonction introdutte QCA) ost done fournfe par un ossal que Fétat initial oxt 'état neutre, : 3
action infiniment lont & partir de 'stat roouit, De (L,4) 1l résulte {2, g* ‘m
Daprds (3,1) on a parons avee I'équation de . ~
=T + QN =0,

A= g [Q o+ c‘“]} du
H ]

o terme dtant tonjours positit, Pallure dos courbes
O oest la suivante (fig. 2) ¢
€,croissant

|
|
|
|
|
]

18 Ase
Fig. 2, Point L : limite dlastique

Cette allure st conformie & celle des courbes oxperi-
mentales de traction simple,

ESSAT DE RELAXATION (¢ = €

Daprs (1L,1) : =A=¢, done &" (=
) 11+ %L. Qleg) s solt s =
T~ © QUQ, Ty disigne Pettort tnitial an.
Veffort qui tend & s'stablir, Ges résultats
Qualitativement & Pexpérience,




Y'od, en dérivant par rapport au temps :

a v
o = i =7 Gl

o
et en utilisant (1,1") ¢

(é—q) a0 =i € =T Qpa)

B o=

€(t) se raccorde donc a la tangente mflexlcfn-
—Q(pq) par une droite. C’est cette droite
ge établi ou secondaire, qui est ainsl

te 1a fonction V* = T=Q(ps),

). 11 res

Fluage
secondaire

%—>Qfl‘*;/

O croissant

¥

Fig. 5

qui est une droite au lieu d’étre parabolique (courbes
expérimentales de Hoff) (fig. 6).

A cette derniére réserve prés, les 3 essais fondamentaux
sont bien interprétés avec le modéle de Bingham généralisé,
dont I'équation de comportement pour les lois e(t) non
décroissantes, I’état initial étant I’état neutre, est I’équation
(1,4), équation que I’on peut d’ailleurs écrire, en introduisant
la constante A définissant le rapport de l'unité de temps
choisie 4 'unité de temps pratique :

d o
Ad_t(f-E)‘f‘Q(g)_ “ig

o
E

Toul
OUE

RETOUR EN ARRIERE OU EFFET |

Pour le premier retour en arriére
aboutissement d’un essai d’écrouis
Pétat du systéme est enti
connaissance des tensions
&lémentaires, soit X ()

X(W

Pour un essai de tracti

Donc ici : x(p) = p . Les
seuil du glissement.

Si on diminue T a
tous simultanément de gl
toutes de la méme
se déplace donc en
la configuration (1)
droite x = —p,
inverse du mod
Au-dela de la con




1
-~ -AcJd0=~Ac . Ona
°

pe@amy: T=2%
prété Veffet Bauschinger.

bien inter]

CONCLUSION

Hormis la schématisation trop grossiere de la loi de
V*(T), la confrontation qualitative du modéle avec

fluage




ENERGIE ELASTIQUE
ET TRAVAIL DISSIPE DANS LES N

par J. MANDEL

Ingénieur Géndral des Mines
Professeur & I'Feole Polytechnique ot & I'eole Natior

Les modéles rheologiques font apparaitre des relations
ctiques remarquables souvent bien vérifides par les
corps naturels. On envisage ici des modeles viscoplastiques
formés de patins et d'amortisseurs et des moddles élasto-
plastiques formés de patins et de ressorts (*). Les patins courhe
ance constante, on établit dans les
deux cas une formule simple donnant le travail dissipé par
le frottement solide (patins). La comparaison avec les
résultats  expérimentaux obtenus par G. I. TAYLOR
montre que, pour les métaux, si 'hypothése de la résistance
constante est souvent assez bien vérifiée, on doit plus
generalement, comme le font prévoir les courbes d'écrouissage
des monocristaux, imaginer des patins dont la résistance
est fonction croissante du déplacement,

étant supposés a rési

Les résultats que nous présentons constituent un
complément énergétique a 'étude de B. PERSOZ sur les
modeles viscoplastiques et élastoplastiques [2].

1 MODELES VISCOPLASTIQUES

On considére des modeles analogues au modele
Kelvin (fig. 1), ou au modéle de Maxwell (tig. 2), o

Q i

Fig, 1

combinaisons de tels modeles,
—_——
(1) Conférence au
19 novembre 1964,
(2) Nous
formés d’amort
du partage d
a 6t6 résolue




Si les amortisseurs sont linéaires :
a Gl
& s

m

Si en outre l'état initial (Q=0) est neutre,

(o, =0, 1, = 0¥

2 1 1
fédo =2 =—o0¢ =—2'ﬂv
fé = =
m, désignant la puissance dissipée  par viscosité

(m, =oé) dans I'état représenté par P .

t, avec les hypotheéses ci-dessus précisées,

Par conséquen
raire APH (fig. 3).représente la moitié de la puissance
dissipée par la viscosité dans I'état P .

Comme la puissance totale dissipée dans I'état P est
Q4, double de aire OPH, la puissance dissipée par le
ment solide my est le double de l'aire OPA,

AP etlacorde OP.

rise entre la courbe

2 MODELES ELASTOPLASTIQUES

On considére des modéles analogues au modéle de
Kelvin (K, fig. 4), ou au modeéle de Maxwell (M, fig. 5), ou
des combinaisons de tels modéles. On désigne par € la
déformation d’un ressort, par o la force correspondante,
Y. © étant comme précédemment les variables relatives
aux patins. Le théoréme des travaux virtuels permet
d’écrire les deux relations :

Qdq = X (gde + rdy)

94dQ = X (edo + ydr)

d’olt Ton déduit, les intégrales étant prises entre I’état
initial noté O (ou q est nul par définition, mais pas
nécessairement Q) et Iétat 1

1 1 1
(1) fadQ = 3 ( fedoy + 2 ([ ydan
0 0 0
(2)
1 1 1
:’qu—qu = 3 [ ode~edo + 3 [rdy - ydr
0 0

& En désignant par A Paire O1H, par B Iaire
O1K (fig. 6), les premiers membres de (1) et (2) sont
Trespectivement A et B-A .

Q

Nous supposons que les
constante, que la charge Q
entre Q, et Q; et que les
fagon monotone. D’aprés I’étude
n’est pas universellement vérifié
tous les patins dans les group
mais elle est vérifiée par tous
dits « mixtes » décomposables
M placés en série ou en pa
glissement y d’un patin
atteint le seuil du patin, ensui
mais 7 reste constant, d

1

d'ou [ ydr =0
o

Nous supposons les

a) Si létat initial est n




le P'aire comprise entre I'are Ol et sa cords,

Q
rRSRe ‘vaeaa

A :
0 J K 9

Fig, 7

P ce qui concerne Uénergle élastique dans Pétat 1,
epresentee par alre A, une partie seulement de cette
chergle est récupérable & la décharge : elle ost représentée
wir la tigure 7 par Paire du trlangle K1J . Le reste,
Clest A dive Paire pointillée sur la figure 7, ost la somme du
Cravadl dissipe au cours de la décharge ot de 'énergie élastique
correspondant aux contraintes résiduelles dans I'dtat relatit
au point J

D) Lorsqu'il existe des contraintes initiales oy

P

fedo = k= 1(«—0.)(

2

[ode=¢do = [o . de = g ¢

Par - conséquent, W (o =a,) désignant  V'énergle
Clastique  correspondant  aux  variations @y =0, des

contralntes entro I'état 0 ot Pétat 1, les formules (1)
et (2) donnent fel :

) A= Wlo =0 = Wl ~Wlo)=Dogey

(C8) B=A = D % :'Q-:k

Veritions la formule ()
falsant suite & une premidre
PERSOZ a montré que (
cl-dessus an sujet des pating doy



S DES METAUX
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Dans ce cas la déformation plastique s’effectue par
les cristaux constituant le métal, les
arées par les plans de glissement ne
jons élastiques. Ces lamelles
des patins et le role des ressorts

its  dans

e des déforma

la fois le role

insi &

s6s au numéro 2.

g

ons générales (1) et (2) sont applicables.

i I’assimilation a un groupement
snt_ pas rigoureuse, mais elle peut
approximation valable, enfin si le
admettre que dans

premiére

ement recuit on peut

_ 0 les contraintes 0o sont nulles.

rmules (3) et (4) seraient valables

tracristallins se faisaient sous cission

Glissement aisé

Fig. 9

e bn. ré'alitré, la courbe 7, y (cission, glissement) a
allure indiquée par la figure 9. Il en résulte que 'intégrale

1
J; yd 7 a une valeur positive, d’autant plus importante

1 7
relativement a4 [ rdy
o

plus élevé. Dans ces con
donnent

(5) W) = A

(6) D = Bowd

On a évidemment (au n
D

R désignant I'énergie récupérée |

Donc
D

5-r &

trouve dans le mémoire de TAY
sur lesquelles on peut muum'
derniére est négligeable).
Le travail dissipé D
de température AT . La
exécutée trés rapidement, de
adiabatique et, AS dés
on avait :
D =
TAYLOR adoptait pour
dans le cas de I'élasticité (*)

D = pC

p : masse volumique, C
de dilatation thermique. L
correction dite d’ad
Les valeurs ob

. o
e varient de 0,87

€ max %

Aluminium polycristal
Aluminium monocristal

Cutvra s o
Acier doux




On vérifie que le rapport BDA est > 1. La valeur

trés voisine de 1 pour I’acier doux s’explique par le fait-que
I’écrouissage du monocristal de fer est trés faible;
le glissement aisé (sous cission pratiquement constante) se
poursuit presque jusqu’a la rupture. De plus la déformation
maximale était plus faible que dans les autres essais. Pour
Paluminium la relation D = B-A, qui correspond 4
I’hypothése du patin a résistance constante, donne encore
une bonne approximation du travail dissipé sauf pour les
trés grandes déformations. Il n’en est plus de méme pour le

cuivre.

(1) Cela revient a négliger la wvariation d’entropie
correspondant aux contraintes résiduelles qui subsistent
aprés déchargement. Cette variation a pour effet de réduire
la correction d’adiabaticité (qui est d’ailleurs faible : 3 &
5 9% du terme en AT), et par suite de rapprocher de 1
les valeurs de D/B-A (les valeurs calculées sans correction
d’adiabaticité sont indiquées entre parenthéses dans le
tableau).

(2) L’idée en cours & I’époque des essais de TAYLOR.

était que la différence B— D—R correspondait a 1’énergie
absorbée par une transformation physique au voisinage des
joints tandis que I'idée développée ici est qu’elle correspond
4 de I'énergie élastique non récupérable a la décharge.

(3) Voir page 15.

L—m

Des expériences suivant une technique un peu différente
ont été effectuées par H. D. BUI au Laboratoire de
Mécanique des Solides de I’Ecole Polytechnique en vue de
comparer les grandeurs D et B—A. Ces essais nouveaux (3)
confirment les résultats déduits des essais de TAYLOR.

BIBLIOGRAPHITE

[1] A. J. STAVERMAN et F. SCHWARZL. — Thermo-
dynamics of viscoelastic behaviour. Proc. Konink.
Nederl. Akad. von Wettenschappen. Series B, vol. 55,
1952. Voir aussi J. MANDEL, Mécanique des Milieux
Continus (cours a 1’Ecole Polytechnique). Généra-
lisation de la formule de Staverman et Schwarzl au
cas tridimensionnel.

[2] B. PERSOZ. — Cahiers du Groupe francais de Rhéologie,
tome IV, no 3, 1959.

[3] A. HAAR et Th. von KARMAN. — Zur Theorie der
Spannungszustdnde in plastischen Medien. Nachr.
der Wiss. zu Géttingen, Math. Phys. Klasse, p. 204,
1909.

[4] G. I. TAYLOR. — The Heat developed during plastic
extension of metals. Proceedings of the Royal Society,
- 1925, p. 422.

ST




DISSIPATION D'ENERGIE DANS UNE

par Ho D, BuL
Ingénieur au Gentre de Recherches ot d

——
1 INTRODUCTION

e nombreuses études ont été consacrées A la dissipation

i dans une déformation plastique, G. 1. TAYLOR

VHHEN (1925) puils QUINNEY (1934) ont effectué

cvures calorimétriques sur des monoeristaux ot poly-

v pour trouver la fraction d'énergle restitude sous

de chaleur [1]. Plus récemment, des études analogues

[ it pour différentes orlentations eristallographiques

NARADA et al, 1964) [2], Dans cet article, nous nous

aposonsdeverifier expérimentalement une relation,

e anevidence par J, MANDEL [3] entre la dissipation

dnengie et courbe: effort-déformation d'un polyeristal,

Nouspresenterons également  une méthode de  mosure

somiblepour - les petites  déformations * permanentes
(€ 10~3),

11, — RELATION
ENTRE LA DISSIPATION D'ENERGIE
FTLE DIAGRAMME EFFORT-DEFORMATION

Pour déerire le comportement élastoplastique  d'un
polyeristal, le modéle rhéologique de PERSOZ 4] a été
utilisé, Ce modéle est constitué par des groupements dits
« mixtes », ¢’est-d-dire decompoubln en branches placées
en série ou en p de élé composés
eux-mémes de reuort et patin montés en paralléle (fig, 1),
Le patin est supposé parfait, ce qui revient & supposer
w'y a pas d'écroulssage propre mais seulement
A0 aux contraintes résiduelles, Si Q(q) st
effort-déformation d'un tel modéle, on ‘montre
énergle mécanique fournie au solide peut-dtre

en trois termes : une m Clastique
décharge, ¢’est I'aire triangu ne i




machine de traction; elle était isulf"e de l'ﬂtmosphé;e
ambiante, ainsi que le témoin, par un isolant épais (fig. 2).
Il s’est avéré qu'une enceinte A vide n’était pas nécessaire.
Nous avons choisi une vitesse de déformation faible
¢ = 10 —4/sec pour améliorer la mesure de température.
TAYLOR utilise les vitesses de l'ordre de 5.10~%/sec afin
es pertes par conduction. Nous avons tenu compte

de réduire 1
i en enregistrant la courbe de refroidissement qui,

de celles-
en fait, n’est pas trés différente d’une exponentielle :
R(t) = exp (—t/r) (t > 0).
N

| | —Isolant

\\

% Témoin

\'\Eprouve"ﬂ

A

N\

Fig. 2

Dans ces conditions, si AT (t) était la variation de
température observée, la courbe théorique correspondant
aucasou R (t) = 1(t> 0) serait alors :

t
(1) = AmiCEeN 'L [ AT (w du
% o

Nous avons étalonné nos mesures calorimétriques
directement en quantité de chaleur : aux charges et décharges
¢lastiques de I’éprouvette corresp le

et le réchauffement adlabauque, réponses qui sont bien
proporti aux i fournies (fig. 3).
Pour une variation de cnntramte Ac* dans le domaine
élastique, la variation de chaleur « équivalente » est :

Age RO

o = estle @all 4

(AL/L
par degré), T la température absolue et i oy mm
spécifique (en glem?). Si Ao* est exprime

ona AQ* exprimé en kgm/g.

102 kg m/g

"b

AVAY/
S q
Fig. 3b

La chaleur dégagée dans la deformation
est celle observée AQ (t:) majorée par le




Aluminium I
10 kgm/g non recuit

Fig. 4a

21,40 kg/mm?




Transition §




Aluminium (w = 26,1070 + A il

LY g AQp (o}
% 10-* kgm/g 10-* kgm/g 10~
1 1,49 53,0 66,5 —
1 1,73 69,9 81,0 1 -
Fer Armco ( :
lp .t
1,05 18,6
Cuivre (= = 5
7 T n €p %
1 78 0,83 1,28 22,5
I 79 0,58 0,95 14,9

(*) D’aprés TAYLOR.

choisi n’est pas exacte. Lorsque le métal subit une défor-

mation permanente, il durcit. L’écrouissage qui en résulte
provient essentiellement des contraintes résiduelles créées
par la distorsion élastique du milieu environnant chaque

grain déformé. Mais il y a aussi le durcissement propre de
chaque grain, la déformation plastique entrainant une
modification des cissions critiques. Cet effet est particu-

litrement net pour le cuivre. ) “ﬁ/o‘.

IV. — POINT DE TRANSITION Alaluminfum polycristal.

L{r - au voisinage du point

En fait, on peut remarquer la différence importante &M it liée & la modification du

entre les courbes de traction du cuivre et celles des autres of de l‘m af sux

Metaly joir . De tels mécanismes
Pour le cuivre, a la température ambiante, le point de s
transition P, marquant la fin de I'influence des joints est p“

suivi d’'un  domaine d’écrouissage linéaire important,
semblable 4 celui du monocristal (fig. 5 ¢). Ce domaine
lin¢aire n’existe pas dans le cas de I’aluminium polyeristal
(fig. 5 a et 5 b). Des mesures précédentes, il a éLé possible de
connaitre la chaleur dissipée 4 chaque stade de la défor-
mation. Malgré le manque de précision aux faibles vdam
de celle-ci, on peut encore noter qu’au point de
correspond un changement d’allure M
dissipée.

Nous avons porté d
D(e), A et oo
D/f  Lexamen ¢
valeur élevée du
du domaine

G. 1. TAYLOR. — Scientific papers, Vol. Mechanics of
Solids, 1958.

Y. NAKADA. — Philosophical magazine, vol. 11,
Feb. 1965, no 110.

[3] J. MANDEL. — Energie élastique et travail dissipé dans

les modéles. Cahiers du Groupe Francais de Rhéologie,

t. 1, n° 1 (1965), p. 9.

N s.vmoz — Cahier du Groupe WMW‘

3 (1959), p. 31.




POSSIBILITES THEORIQUES DE
DU MOUVEMENT DES ST

par

Iétude du mouvement des structures élastoplasti
se heurte & de sérieuses difficultés qui surviennent au s
de 1a mise en équations et a celui de la résolution numér;
Laissant partiellement de cotéles premiéres, nous suppos
que la configuration de la structure ¢étudiée ne dépen 1
&un nombre fini de paramétres. Il reste alors d’énorn
difficultés de résolution numérique et, hormis des cas trés
simples, celle-ci devra faire appel a des moyens de calcul
automatiques, digitaux ou analogiques. Ces derniers semblent
Jes mieux adaptés aux probléemes dynamiques en plasticité,
par leur rapidité et leur faible prix de revient; leur manque
relatif de précision est sans grande importance, compte tenu
du fait que les données expérimentales sur les lois de
comportement sont elles-mémes trés imprécises; enfin ils
permettraient plus facilement d’obtenir des résultats
qualitatifs.

La construction d’un ensemble analogique suppose
que celui-ci sera utilisable pour des structures trés variées
aussi bien par leur forme que par les matériaux constituant,
et nécessite une conception méthodique générale des
problémes posés et de leur résolution. Voici, trés bri¢vement,
celle que nous proposons. Deux points essentiels sont a

1° la simulation analogique de 1’élément de volume;

2° la simulation analogique de ’assemblage des éléments
de volume entre eux, c’est-a-dire de la structure elle-méme.




et ey . Dansce qui suit nous

sont indépendantes de opm
pour ne nous occuper que

laissons de cOté op et éq
des déviateurs.

a nature, considérons un modéle
pour la loi de déformation
tant un parametre

Sans en préciser encore I
rhéologique unidimensionnel qui,
q (t) fournit la résistance Q Py e
dont dépendront les caractéristiques numériques du modele.
Proposons-nous d’interpréter les lois qui relient les vecteurs
P ot OS a laide d'un assemblage des modeéles
unidimensionnels précédents.

— -

A tout point M du plan (6, 6,), repéré par ses
coordonnées polaires (X, =), associons un des modeles :
a deux points (X, =) et (x,=') de méme rayon polaire
x correspondent donc deux modeles identiques. Soit :

OP® = 3,068 + 7, ® 6

la loi de déformation. Nous posons que le modele
M = (X, =) subit la déformation :

(1) q(t, =) = y;(t) cos= + y,(t) sine

indépendante de X .

La relation précédente est une relation de liaison holonome
indépendante du temps.

Seit alors p (x) une fonction réelle positive de x,
définie pour O < x < e et telle que :

i -
:

Nous poserons que le travail virtuel total des résistances
des modeles associés est :
m +oo
@ oW = - [ [ Qim0 p0 dx A2
*=0 x=0 7
Dés lors si nous voulons que le travail virtuel 8W du
déviateur des contraintes égale le travail virtuel LA
précédent pour des déplacements virtuels :

8q (x,«) = 8y, cos= + Sy, sin«
compatibles avec les liaisons (1) (qui sont alors considérées
comme conservatives), nous aurons en identifiant Sw
Cot

S, = +f[Qcos= p(x dx L=
(3) -
B +foSIB'-p(x)dx%;.

Les relations (1) et (3) définissent les lois de
comportement. Elles peuvent é&tre interprétées commo-
dément A ’aide de la figure 1 qui en donne ‘une représentation
mécanique. La barre P, p re : figure,

direction. _
En pratique, on ne prendra

par des sommes 2
étant remplacée
poids total 1. Oﬂ\‘z
1"

3"
Ba
ot n est le nombre de 1
Envisageons maintenant
A. — Les modeles sont
identiques de seuil Q,. On obti
plastique dont le domaine de rigidité

23" (critére de Mises).

B. — Les modéles sont des modéles
de seuil 2Gxe, et de raideur 2G .
p(x) une fonction nulle pour x < 1.
corps élastoplastique dont le domaine
contrainte est initialement (en supposant
contraints dans I’état initial) un cercle de
(critére de Misés). Pour des transformatios

Soia

51 = 208

S; = 2Gy,

Sans développer les r
ce modele, signalons seulem
trajets de charge ectili
S, = 0. Alors y, = 0.
obtient le diagramme
On peut montrer san
4 une associati
telle qu’




\tre la droite ¢lastique et une courbe d’¢crouissage minimum®
er

btenue pour P (x) = fonction de Dirac au point 1.
o

Drautre part, le domaine d’élasticité en déformations

déforme par entrainement des tangentes. Aprés défor-
jon rectiligne on obtient un domaine d’élasticité tel qu’il :
nté en figure 3. Notons le point anguleux au point

se
m
est repré:
actuel de déformation.

o Ecrouissage minimum
pour p(x)=8,(x) la représentation de co
critéres que celui de Misi =
Les formules (1') et (3') so
lation analogique électrique.




éerire
r
+ Bgo (X V)
e (i) =2 A B (x) z(® 00
r
t.
@{ 7n&d = ‘2;.‘ By (x) z; () + By (x, B)
; Bag (ZHk)
Vo (xakl e E‘ By (%) 2 ) + By, (x,

des fonctions connues de la
les Byg. Byg By des fonctions
susceptibles de représenter

Les Byj, Byj .+ By sont
variable de Lagrange X ;
connues de X et du temps t
des déformations imposées 2 la structure.

Ces hypothéses, qui semblent trés restrictives, corres-
pondent en fait 4 des schématisations trés usuelles en
Résistance des Matériaux comme ’hypothése de Bernoulli
ou celle de Kirchhoff-Love.

On décompose alors la structure en un nombre fini p
de volumes finis AVy de centre X;. Le travail virtuel
des contraintes sera :

)
OV =3 [30,0x3,) Bey(x) +5 (x50 By y(x7) +5 5013, By (xp] A,

les déplacements virtuels considérés étant compatibles avec
les liaisons (4). Posons :

By =B () (2= 0,1, 2).

On peut alors mettre le travail virtuel des contraintes sous
la forme :

%
8V = -3 z 83z,
A

avec :

Zy = 3 By Ao Avp Qy
1=1.0

seul indice i
une correspond

il vient les formules fina

(5) np

Les formules (5) sont parfaitement.
(1" et (3"). La simulation analogique
donc du méme type que celle de I’él

La méthode exposée consiste &
en p éléments de volume fini mais
décomposition n’est nécessaire que
peuvent apparaitre des déformations p!
dont on prévoit qu’elles resteront
pourront étre représentées par un ressor
ce qui ne présente pas de difficulté.

On aura donc besoin de np modeles.

En pratique, les difficultés d’ordre
représenter les formules (5) lorsque
dimensionnels sont des systémes 2 s
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Ingénieur des
Laboratoire de Mécanique des

Depuis quelques années, de nombreuses études expéri-
mentales et théoriques ont été entreprises dans le domaine
des routes pour faire progresser le calcul des chaussées. En
1962, et dans ce but, a été créée au Laboratoire Central des
Ponts et Chaussées une section de Mécanique des Chaussées.

Que ce soit pour studier Ieffet des charges statiques ou
leffet des charges dynamiques, une premiére approche

iste a supposer que les différentes couches d'une chaussée,
ainsi que le sol sur lequel elle repose, sont constitués de
matériaux parfaitement élastiques. Avec cette hypotheése
les calculs sont déja complexes. Mais il reste & savoir dans
quel domaine ces matériaux sont effectivement élastiques.

De nombreux auteurs ont étudié la réversibilité des
déformations dans un sol. Mais I'élasticité demande plus
qu’une simple réversibilité des déformations.

Pour I'étude qui a été faite au Laboratoire de Mécanique
des Solides de I'Ecole Polytechnique, nous avons choisi un
matériau élémentaire qui entre souvent dans la constitution
d’une chaussée : le sable.

Tout d’abord un matériau naturel, le sable de
Fontainebleau dont la densité varie entre 1,40 et 1,72 p
un matériau tout-a-fait artificiel constitué par un sable de
billes de verre de granulométrie assez serrée (150 . &

g,
et de densité comprise entre 1,70 et 1,85. s

Pour effectuer les expériences, 0
du type « triaxial »

L’échantillon
et a 20 cm de ha




té en un poinl.

) Elasti
A partir d'un échantillon n’ayant subi aucune
contrainte :

_ une variation de pression isotrope suivant OA
provoque un écrouissage du matériau. Sur ce chemin de
contraintes les déformations sont alors approximativement

réversibles (voir schéma ci-contre) ;

— Papplication d’un déviateur AB crée elle aussi
un écrouissage et au bout de quelques cycles les déformations
sont A peu prés réversibles.

[

Visée au microscope

dp=10cm Hg

Billes de
verre

YN s

SN
Im3
47y

:‘i\\—
S

vy
1
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Sable de Fo




Soit M un point de la droite @ = Cte.

Si dans un petit domaine entourant ch ;'mint r:l 3:
déerit un cycle par variations successives du déviateur
la pression hydrostatique, on constate :

10 que le cycle dans le plan des déformatio'ns prése‘nt;
un écart a la fermeture faible jusqu’en }ln point § ou
subit une nette discontinuité qui provient 'de. la non-
¢ des déformations lors de la variation de la

réversib:
pression hydrostatique;

20 que la matrice A = (agy) définie par les relations :

de;, = ay,dp + a,, dg

2de; = a,,dp + a,,dq

et dont les « éléments » sont des fonctions de p et q présente
au point M une symétrie approximative, condition nécessaire
d’élasticité découlant de I'existence d’un potentiel élastique.

On peut alors conclure que dans un petit domaine
entourant tout point M, du segment AS,
pulvérulent est approximativement élastique.

le milien

% FRONTIERE D’ELASTICITE
LIEU DES POINTS S

Etudions maintenant de facon plus précise le point S
défini précédemment.

Sur I’échantillon du milieq pulvérulent, sous déviateur
constant, toute augmentation de pression hydrostatique se

traduit par une diminution des déformations € ete,.

Si nous sommes en domaine élastique, toute diminution
de pression hydrostatique - A Dy devra se traduire par
une augmentation des déformations €1 et €, . Ainsi,

pour un échantillon isolrope, si E est le module d’Young
et v le coefficient de Poisson -

= 21
E

Aey = Ae, = Ne Apy

En notant Jes Variations de €
diminution de Ppression
constant,
ci-aprés

et €, lors d’une
hydrostatique sous déviateur

on obtient dans Je plan (¢, €,) la courbe

Dans une premiere partie la courbe a une forme linéaire
et les déformations sont réversibles,

: Dans une deuxiéme partie €

Puis décroit Tapidement,
Les défy

Vexpérience montre

est d’abord stationnaire,

ne sont plus
quil y a écrouissage,

ol

Remarque. — Si €; dans
a des déformations plastiques, il faut
est presque toujours réversible,

Le point S que nous prendrons con
du domaine élastique sur la droite q = Cte
I’état de contraintes qui rend €1 stationna
précédente.

Lieu des points S . Droite limite d’élasticité.

Tous les points S (tant qu’il n’y a pas eu éci
se situent expérimentalement sur une droite,
appeler droite limite d’élasticité.

Cette droite est nettement différente de
rupture d’équation :

2 i
= t L
b q tg ( 1
puisque pour le sable de Fontainebleau

pente de la droite limite : 1,

La droite ainsi trouvée peut étre
une ligne d’écoulement limitant un do
approximativement élastique & préciser.



MODE D’ECROUISSAGE
DE LA DROITE LIMITE g
<l

’écrouit parallélement a elle-méme

La droite limite s
nma ci-dessous.
23210

suivant Je schén

&
<
P

Chemin

§
N
s
2
3
Q
de contraintes

RELATION ENTRE DROITE LIMITE
ET DROITE DE RUPTURE

On peut associer & la droite limite un angle @, défini
par la relation

et chercher s’il n’existe pas de relation simple entre cet
angle Qg etlangle de frottement interne @ du matériau

étudié.
sera déterminé en prenant la valeur
contrainte-

L'angle @
dans la
déformation relative & un essai de cisaillement au triaxial.

pente de la droite limite dans le plan (p,q) = iy —Z- +%ﬂ.)

courbe

maximale du déviateur

VARIATIONS DE Pe AVEC LA DENST

La densité de I’échantillon

valeur de I'angle Pe. Poi
exemple, dont la de;
varie de 90 3 160 (
Pour le sable
étalée 7241




Sable de Fontainebleau

P — e

Densité initiale
L L s L

140 1,50 1,60 170 Yo

Fig. 4. — VARIATIONS DE g, EN FONCTION DE LA DENSITE INITIALE

e
Sable de billes de verre




A Sable de Fontal
+ Sable de billes

DOMAINE ELASTIQUE

Solt un échantillon du milien pulvérulent qu’on ait
€croul par application :

19 d’'une variation de pression isotrope (OA) ;

2 d’un déviateur de contraintes AB .

Dans un domaine OABC comme indiqué sur la
figure cl-contre, P'expérience montre que le milien est
approximativement élastique,

En effet :

- sous déviateur constant, toute varlation de pression.
h};dro:tnthue donne des déformations réversibles (ch
“dewy

= lout déviateur — tel que
mations approximativement. re

~ & tout cycle 1
correspond dans le
© la matrice des ¢




te du domaine élastique (dans la

limi
Dien O A doit avoir Lallure de la ligne

portion de plan P > q)
OCDBE .

Expérience.

a) La détermination exacte de la frontiere CDB  est
difficile néanmoins des essais effectués a q = Cte et
quelques essais & p = Cte semblent montrer qu’elle se
situe trés preés de la droite BC .

b) De méme des essais effectués en faisant varier la
pression hydrostatique sous déviateur constant montrent
que si l'influence du déviateur sur la réversibilité en pression

isotrope existe, elle est
points A et E sont a

Si I’échantillon d
triaxial, a I'apparence d’u
sont loin d’étre simples.
il est possible de mettre
élastique du milieu et M
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DANTU. — Etude mécanique d’un mili
formé de sphéres égales de comj
Comptes rendus du Ve Congrés
Mécanique des Sols et des Travaux
vol. 1, Paris (1961).

MANDEL. — Séminaire de Plasticité (Ecole
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LISTE DES 20 DEFINITIONS ADOPTEES PAR LE CONSBIL DU
GROUPE FRANCATS DE RHEOLOGIE, AU COURS DE SA SBANCE DU 20 MAT 1965

—imieimimieie
1.Facette. ¥
T Ce terme désigne un élément de surface infiniment petit
déré comme appartenant a une portion de matidre qu'il 1i !tc.'ﬂ&
pelle normale extérieure a la facette la normale orientéde vers
rieur de la portion de matiere envisagée. En un point situé a
rieur diun corps, il existe donc deux facettes pour chague &1é&me
surface.

2.Contrainte (Stress).
Force de contact s'exergant sur une facette, rapportée & 1'ai-
re de cette facette,

3.Btat de contrainte (State of stress).

Ensemble des contraintes s'exergant sur les différentes facet-
tes autour d'un point. Cet ensemble peut &tre représenté par un ten—
suer nommé tenseur des contraintes (stress tensor).

4.sollicitation mécanique (System of loads).
Ensemble de forces extérieures donnant naissance & des contrain-

tes.

5.Contrainte normale(Normal stress).

Projection de la contrainte appliquée & une facette sur la nor-—
male a cette facette,

6.Tcnsion (Tension)

Contrainte normale de méme sens que la normale extérieure & la
facette.

7.Pression (Pressure)

Contrainte normale de sens opposé & la normale extérieure a la
facette,

8.Cission ou contrainte tangentielle (Shear stress)

Projection de la contrainte appliquée & une facette sur le plan
de cette facette.

9.Déformation (strain)
Modification des distances mutuelles des différents points d'un

cn (Strain)
) iation relative, en valeur algébrique, de la distance entre
deux points. Une contraction est une dilatation négative.

11a.Distorsion (Angle of Shear)

i Variation de 1'angle formé par deux segments issus d'un méme
point, qui étaient bPerpendiculaires entre eux avant déformation.On dit
aussi glissement (voir 1390,

11b.Distorsion (Constant volume deformation)

Li
e sa:smszrgistorsion est quelquefois utilisé dans le sen

e dérzﬁion de volume, Il est conseilld Q'

~=ormation isochore.
N

~défor-




2.

5. ptat de déformation (State of strain)
12.Bte Fnsemble des Jilatations et des distorsions autour d'un point.
~ot ensemble peut dtre représenté par un tenseur appelé tenseur des
ce se >

déformations.
deforma”- -

.Glissement. i
ll_—-——Tﬂ;TErme est employé pour désigner:
a) Un déplacement relatif de deux corps ou de deux parties d'un c
"/ séparés par une surface, tel que les deux corps ou les deux ps

restent en contact.Si la surface est un plan, le déplacement

tif est paralléle au plan(Bquivalent anglais: slip).

b) Une déformation dans laquelle le déplacement au voisinage d'un po i
’ ost continu, paralldle & une direction fixe et proportionnel a la PY
distance 4 un plan fixe qui contient cette direction., On dit aussi
déformation de cisaillement.(Equivalent anglais:shear strain).

¢) La variation de l'angle formé par deux segments issus d'un méme
point, qui étaient perpendiculaires entre eux avant déformation.Il
est préférable de dire dans ce cas: distorsion (cf£.112) .(Equivalent
anglais: angle of shear).

14.Cisaillement.

Co torme est généralement employé dans le sens de contrainte
tangentielle (Cf.8), mais quelquefois aussi dans le sens de déformation
par glissement continu (Cf.13b). En conséquence, on recommande de pre-
Cisor lo langage on spécifiant: contrainte de cisaillement (cission) ou
déformation de cisaillement (glissement continu).

15.Instantané (Instantaneous).
Qui @ lieu en une durde inférieure au temps de réponse de 1l'ap-
pareillage utilisé.

16.Différé (Delayed)

Qui a lieu aprés écoulement du temps de réponse de l'appareil-
lage utilisé,
17.Blasticité (Elasticity)

Tendance d'un corps a reprendre la forme et les dimensions

%2;%1 avait avant une sollicitation, lorsqu'on supprime cette sollieci-
ion.

18.Recouvrance (Recovery).

Diminution de la déformation résultant de la suppression de la

sollicitation., La recouvrance gl
i 2 2 obale &
instantanée et Aifférde. g est la somme des recouvrances
B B Rt S0 T

19.Déformation résiduelle au temps t. (Residual deformation).
Dgformation qui persiste au

sollicitation, temps t aprés disparition de la

20.D¢
Defor??ii:ﬁ vermaxiente (Permanent deformation)
ers .
atun " cong aquelle tend la déformation résiduelle au bout

—teteiagagn



